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Préambule

Dans tout ce qui suit, on identifiera constamment C avec R? de la facon habituelle :
& un nombre complexe z = x + iy correspond le couple (z,y) € R2. Il est trés important
de savoir “jongler” avec cette identification :

C «—— R?
z=x+iy — (z,y)






Chapitre 1

Fonctions holomorphes : définitions et exemples

1. Calcul différentiel dans le plan complexe
1.1. Formes différentielles.

NoTATIONS. On notera £(C, C) ou L(R?, C) I'ensemble des applications R-linéaires
de C=R? dans C. Si L € £L(C,C) = L(R%,C) et h € C = R?, on note L(h), ou L - h,
ou simplement Lh, 'image de h par L.

Remarque. Comme C = R? est un R-espace vectoriel de dimension 2, £(R?,C) est
un R-espace vectoriel de dimension 4. C’est aussi un C-espace vectoriel (car on peut
multiplier une application linéaire L : R? — C par un nombre compleze), de dimension
2.

DEFINITION 1.1. Soit Q un ouvert de C = R%. Une 1-forme différentielle sur Q
est une application w : Q — L(R? C).

Remarque. La définition a en fait un sens méme si ) n’est pas un ouvert, ce qui
sera parfois commode.

Exemple. Si f : Q@ — C est une fonction différentiable en tout point, alors sa
différentielle df : Q@ — L(C, C) est une forme différentielle.

OPERATIONS SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES.

(a) Addition, multiplication par un scalaire. La somme de deux 1-formes w; et wo
est la forme différentielle définie par la formule

(w1 4+ w2)(2) = w1(2) + wa(z).
Le produit d’'une 1-forme w par un scalaire A € C est la 1 -forme définie par
(Aw)(2) = dw(z).

(b) Multiplication par une fonction. Si w est une 1-forme différentielle sur € et
si f: Q) — C est une fonction sur €2, on définit une 1-forme fw en posant

(fw)(z) = f(2)w(z).

(La multiplication par un scalaire est un cas particulier : ¢’est la multiplication
par une fonction constante).

1.2. Les deux “écritures canoniques”. Dans ce qui suit 2 est un ouvert de
C = R2.

NOTATION 1. On note x : 2 —> Ret y : Q — R les “fonctions coordonnées” sur
Q:siu= (zy,yy) € Q, alors z(u) = z,, et y(u) = y,. (On devrait en fait écrire zq et
yq pour indiquer que leur domaine de définition est 2 ; mais ce serait un peu lourd.)Méme si

elles sont a valeurs réelles, on considérera x et y comme des fonctions de 2 dans C.
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8 1. FONCTIONS HOLOMORPHES : DEFINITIONS ET EXEMPLES

Par définition, les fonctions x et y sont les restrictions a 2 des “applications linéaires
coordonnées” 71 : R? — C et 19 : R? — C définies par 7;(h1, he) = h;. Elles sont donc
différentiables sur €2, avec pour tout u € € :

dr(u) =m et dy(u) = mo.
Autrement dit, si b = (h1, h2) € R? alors
dx(u)h = hy et dy(u)h = he.

ProrosITION 1.2. Toute 1-forme différentielle sur €0 s’écrit de maniere unique
sous la forme

w = Pdzx + Qdy,

ou P et Q sont des fonctions sur §2.

Démonstration. Notons (e1, e2) la base canonique de R?. Par définition des applica-
tions linéaires coordonnées, on a m;(e;) = d; j pour ¢, j € {1,2}. On en déduit facilement
que (71, m2) est une base de £(R? C) : si L € L(R?,C), alors L = L(ej)m + L(e2)m
car ces deux applications linéaires prennent les mémes valeurs sur la base (e, e2), donc
(m,m2) est génératrice; et si Ay + Agme = 0 on obtient A\; = 0 en évaluant sur e;,
donc (71, m2) est libre.

Si maintenant w est une 1-forme différentielle sur €2 alors, pour tout u € €2, il existe
un unique couple de scalaires (Ay, 1,,) tel que

wlu) = A1+ fym2
= Audz(u) + pudy(u);
autrement dit, en posant P(u) = A, et Q(u) = pu, il existe un unique couple de
fonctions (P, Q) tel que w = Pdx + Qdy. d

Remarque. Avec les notations de la proposition, les fonctions P et () sont données
par P(u) = w(u)e; et Q(u) = w(u)eq, pour tout u € Q.

Exemple. Si f: ) — C est une fonction différentiable sur €2, alors

of 8fd

Démonstration. On a df = Pdx + Qdy avec P(u) = df (u)e; = g—i(u) et Q(u) =
df (u)es = S (u). O

NOTATION 2. On note 2z : Q@ — C et z: ) — C les fonctions z +— z et 2z — Z.

Par définition, les fonctions z et z sont les restrictions a {2 des applications R-
linéaires I : C — C et I : C — C définies par I(h) = h et I(h) = h. Donc z et Z sont
différentiables sur €2, avec pour tout u € € :

dz(u) =1 et dz(u) =1
Autrement dit, si h € C alors
dz(u)h = h et dzZ(u)h =h.
Par ailleurs, comme z = x+1iy et Z = x— 1y, on a par linéarité de la différentiation :

dz=dx+idy et dz=dr—1idy.
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ProposITION 1.3. Toute 1-forme différentielle sur Q s’écrit de maniére unique
sous la forme

w= Adz+ Qdz,
ou A et B sont des fonctions sur €.
Démonstration. Comme I = 7 + imy et I = 7 — img, on a m = %(I—I—f) et
Ty = %(I—1I). On en déduit que (I,I) est une base de £(C, C), d’ott le résultat comme
dans la preuve de la proposition 1.2 O]

REMARQUE 14. Si w = Pdx + Qdy est une 1-forme différentielle sur €2, alors
w: Q) — L(R?,C) est continue ou de classe C! si et seulement si les fonctions P et Q le
sont. De méme, si w = Adz + bdZ, alors w est continue ou de classe C! si et seulement
si A et B le sont.

Démonstration. Si w est continue ou de classe C!, alors P et Q le sont car P(u) =
w(u)er et Q(u) = w(u)eg pour tout u € Q. Inversement, si P et @) sont continues ou de
classe C!, alors w est continue car w(u) = P(u)m + Q(u)m. O

LEMME 1.5. (formules de “changements de base”)
Si w = Pdr + Qdy = Adz + Bdz est une 1-forme différentielle sur ), alors on a
les formules suivantes :
Q =i(A—-B) B =
Démonstration. Pour la premiere accolade, on écrit
Pdz + Qdy = A(dz + idy) + B(dx — idy)

et on identifie les “fonctions coefficients” devant dz et dy grace a I'unicité dans ’écriture
Pdz + Qdy. La deuxieme accolade se déduit de la premiere en inversant le systeme. [

(P —1iQ)
(P +1iQ)

DO =

Ce lemme “justifie” la définition suivante.

DEFINITION 1.6. Si f : Q — C est une fonction différentiable sur 2, on définit

deux fonctions S—J; et % par

of 1 (of .of
0z 2\dr dy
of _1(of ;of

0z 2 \ox oy
D’apres (1.1) et les formules de changement de base, on a alors

af of
(1.2) df—gdz—kgdz.
Exemple. Comme dz = 1dz + 0dz et dz = 0dz + 1dz, on a (par unicité dans

Pécriture Adz + Bdz)
0z

0z

0z 0z
=z V=5

Ezercice. Etablir les formules Z—JZC = % et % = %_

Y

=1= et

Q)‘Q)
Y

On aura de temps en temps besoin du lemme suivant. Rappelons que si f est une
fonction de classe C? sur €2, alors le laplacien de f est la fonction
02 02
NI
ox oy
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LEMME 1.7. Si f € C%(Q), alors Af =4 f 4 1

o ’ 020z 0zZ0z
Démonstration. 11 suffit de calculer calmement % et % : c’est un excellent
exercice. O

2. Fonctions holomorphes

DEFINITION 2.1. Soit Q un ouvert de C, et soit f : Q1 — C.
(1) On dit que f est C-dérivable en un point p € Q si la limite

£(p) = lim flo+h)—flp) _ . f(z) = f(p)

h—0 h z=p  Z—DP

existe dans C.
(2) On dit que f est holomorphe sur Q) si elle est C-dérivable en tout point et si
la fonction f': Q — C est continue.

Remarque 1. On verra plus tard que I’hypothése de continuité faite sur f’ est en fait
superflue : si f est C-dérivable en tout point, alors f’ est automatiquement continue.

Remarque 2. Si f est C-dérivable en p € ), alors f est continue au point p. Donc,
toute fonction holomorphe est continue.

Démonstration. Exo. OJ

NOTATION. On notera H(2) ’ensemble des fonctions holomorphes sur €.

Exemples. La fonction f(z) = z est holomorphe sur C, avec f’(z) = 1. A l'inverse,
la fonctions z ~— Z (qui est de classe C! sur C puisque R-linéaire) n’est C-dérivable en
aucun point.

Démonstration. Si p,h € C et h # 0 alors @_ﬁ = %, expression qui n’a pas de

limite quand h — 0 car par exemple % vaut 1 si h est réel et —1 si h est imaginaire
pur. O

PROPRIETES FORMELLES. Les propriétés formelles de la C-dérivabilité sont les
mémes que celles de la dérivabilité pour les fonctions d’une variable réelle, et les preuves
sont identiques :

e Si f et g sont C-dérivables sur €2, alors f + g et fg sont C-dérivables, avec

(f+9)=f+d e (fg) = fg+ fg'. Side plus g ne s’annule pas, alors 5 est

C-dérivable, avec
<f>' _fla—1fg
g 9
e Sif:Q1 > Cetg:Qy— Csont C-dérivables et si f(Q1) < q, alors go f est
C-dérivable sur 21, avec
(gof) =(g'of)xf.

CONSEQUENCES. Si P(z) = Y.)_, ax2” est une fonction polynomiale, alors P est
holomorphe sur C avec P'(2) = Yp_, karz*~1. De méme, toute fonction rationnelle
f(2) = P(2)/Q(z) est holomorphe sur son domaine de définition.
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DEFINITION 2.2. Pour tout A € C, on note My : C — C lapplication linéaire définie
par My(h) = Ah. On dit qu’une application linéaire L € L(C,C) est une similitude
directe si L = M) pour un certain A € C.

Remarque 1. Une application linéaire L € £L(C,C) est une similitude directe si et
seulement si elle est C-linéaire, et dans ce cas on a L = My ).

Démonstration. 1l est clair que toute similitude est C-linéaire. Inversement, si L :

C — C est C-linéaire, alors L(h) = L(h x 1) = h x L(1) et donc L = My . O

Remarque 2. Munissons C de la norme “module” et L(C,C) de la norme subor-
donnée. Si A € C, alors | M| = |A|

Démonstration. C’est évident car si h € C alors |[My(h)| = |Ah| = |A| x |A]. O

PROPOSITION 2.3. Soit f:Q — C, ou Q est un ouvert de C, et soit p € Q. Alors
f est C-dérivable en p si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
f est différentiable en p et de plus df (p) est une similitude directe. Dans ce cas, on a

df (p) = My (p).-

Démonstration. Supposons que f soit C-dérivable en p, et posons A = f’(p). Par
définition, on peut alors écrire

flp+h)—f(p)
h
ou €(h) tend vers 0 quand h — 0. En multipliant par h, on en déduit

fp+h) = f(p) + Ah + he(h) = f(p) + Mx(h) + o([R]),

ce qui montre que f est différentiable en p avec df (p) = My = My(y,).
Inversement, supposons que f soit différentiable en p et que df (p) soit une similitude
M. Alors

=A+¢e(h),

fo+h) = f(p) + Mx(h) + o(|h]) = f(p) + A x b+ o(|h])
quand h — 0, et donc

flp+h)—f(p) |  ollh]) o
- = At = S

Par conséquent, f est C-dérivable en p et f/'(p) = A. O

COROLLAIRE 2.4. Si f: Q — C est C-dérivable en tout point, alors df = f'dz.

Démonstration. D’apres la proposition, on a df (u)h = f'(u) x h, autrement dit
df (u)h = f'(u)dz(u)h pour tout u € Q et h e C.
O

COROLLAIRE 2.5. Toute fonction holomorphe est de classe C'.

Démonstration. Si f € H(Q) alors df = f'dz et donc df : Q — L(C, C) est continue
d’apres la remarque 1.4. O

COROLLAIRE 2.6. Pour une fonction f € CY(R), les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est holomorphe;

(ii) df = gdz pour une certaine fonction g continue sur €2 ;
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(i) f vérifie ’équation de Cauchy-Riemann % =0.
Dans ce cas, on a nécessairement g = f' dans (ii).

Démonstration. On sait déja que si f est holomorphe alors df = f’dz. Inversement,
si df = gdz pour une certaine fonction g, alors df (u) = g(u)dz(u) = g(u)l = My
pour tout u € ; donc f est C-dérivable en tout point avec f = g, et f est holomorphe
si g est continue. Ainsi, (i) et (ii) sont équivalentes. L’équivalence de (ii) et (iii) vient

de l'identité df = % dz + % dz et de I'unicité dans 1’écriture Adz + Bdz. O
COROLLAIRE 2.7. Si f € H(Q), alors f' = & = ¢ = 1.

Démonstration. On a f' = Z—J; car d'une part df = f'dz et d’autre part df =

g—f:dz d’apres I’équation de Cauchy-Riemann. Toujours d’apres Cauchy-Riemann et par

ST of of 0f . of _ _:o0f _ 10f of _ 1 (of -0f\ _
définition de 3z, on a 7, +igy, = 0,ie 35 = —lgy = oy Enfin, 37 = 5 (% — za—y) =

1(of  of\ _ of
é(%JF%)—%' O

COROLLAIRE 2.8. (“théoreme fondamental de I’analyse”)
Soit f € H(2). Sipe Q et si he C est tel que le segment [p,p + h] est contenu
dans 2, alors

1
f(PJrh):f(p)—FJO f'(p+th) x hdt.

Démonstration. On applique le théoreme fondamental de I'analyse usuel a la fonc-
tion ¢ : [0,1] — C définie par ¢(t) = f(7(t)), ou v(t) = p + th. Cette fonction est
bien définie et de classe C! puisque y(t) € Q pour tout ¢t € [0,1], et on a ¢/(t) =
df (v())Y'(t) = f'(p + th) x h. Donc f(p + h) = f(p) = @(1) — (0) = §o¢'(t) dt =
§o f'(p+th) x hdt. O

Exercice. Soit U un ouvert de R” et soit ¢ : U — C de classe C'. Montrer que si f
est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant ¢(U), alors

d(fop) = (fop)dp.
PROPOSITION 2.9. Soit L € L(C,C). Alors L est une similitude directe si et seule-
ment si sa matrice dans la base canonique de C = R? est de la forme

a —b
b a
Dans ce cas, on a L = My, ot A = a + 1b.

Démonstration. Notons (ey,e2) la base canonique de C = R%. On a e = (}) =
1+i0=1etes=(9)=0+il =4 SiL est une similitude, L = M) avec A\ = a + ib,
onalL(e;) =Ax1l=a+ib=(%)et L(es) =Axi=1ia—b= ("), et par conséquent

a

. —b . .
L a pour matrice Z a dans la base (eq, e2). Inversement, si la matrice de L est de
ce type et si on pose A = a + ib, alors L = M) puisque ces deux applications linéaires
ont la méme matrice. ]

COROLLAIRE 2.10. (forme réelle de I’équation de Cauchy-Riemann)
Soit f : Q — C une fonction de classe Ct, et écrivons f = u+iv (ot u et v sont a
valeurs réelles). Alors f est holomorphe si et seulement si

ou  oOv ov ou
— €t .

oz dy

%_6y
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Démonstration. Comme f est de classe C', elle est holomorphe si et seulement si
df (z) est une similitude directe pour tout z € 2 (d’apres la proposition 2.3) ; autrement
dit : si et seulement si la matrice jacobienne de f en tout point est de la forme Z b
D’ou le résultat par définition de la matrice jacobienne puisque f = u +iv = (§). O

COROLLAIRE 2.11. Si f € H(Q) et si on note Js(z) le déterminant jacobien de f
en un point z € 0, alors

Jp(z) = f' (=)

Démonstration. Comme df (z) = My:(,), la matrice jacobienne de f au point z est

Jacy(z) = (Z _ab>, ot f/(z) = a+ib. Donc Jf(z) = a® + b = | f'(2)|% O
Exercice. Montrer que pour une fonction f de classe C' quelconque, on a
5|2t |esf?
T= 0oz ez

3. Séries entiéres; fonctions analytiques
3.1. Séries entieres; rayon de convergence.

DEFINITION 3.1. Une série entiére est une série de fonctions de la variable z € C
de la forme 3(z) = Y, cp2™, ot les ¢, sont des nombres complexes.
n=0
Remarque 1. 1l est important d’étre conscient qu’une série entiere est un objet
formel. La série peut tres bien ne converger pour aucun point (sauf z = 0).

Remarque 2. Par convention, on pose 20 = 1 pour tout nombre complexe z. En
particulier, on a 0 = 1.

NOTATION. Pour a € C et r > 0, on notera D(a,r) le disque ouvert de centre
a et de rayon r dans C :
D(a,r) ={z€C; |z —a| <r}.

Le disque fermé correspondant sera noté D(a,r) :

D(a,r) ={z€C; |z —a| <r}.

La notation D n’est pas choisie au hasard : le disque fermé est bien I’adhérence du
disque ouvert !

LEMME 3.2. (lemme d’Abel)
Soit (cn)n>0 une suite de nombres complexes, et soit p > 0. Si la suite (cpp") est
bornée, alors la série Y. c,z" converge absolument pour tout z € C vérifiant |z| < p, et

on a convergence normale sur tout disque fermé D(0,r) de rayon r < p.
Démonstration. Choisissons un constante M telle que |c,|p™ < M pour tout n € N.
z

n
SizeC, on acpz" = cpp™ % (5) , et donc

|enz"| < M ([2]/p)"

pour tout n € N. Donc la série Y| c,2" est absolument convergente si |z|/p < 1, i.e.
|z| < p.S10<r<p,alors

Vze D(0,7) : |ep2™| < M (r/p)",
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majoration par le terme général d'une série convergente indépendante de z € D(0, 7).

Donc la série CnZn converge normalement sur D(0,r).
)
O

THEOREME 3.3. Soit X = Y, ¢,2" une série entiére. Il existe un unique “nombre”
R € [0, 0] vérifiant les deux propriétés suivantes :

" converge pour |z| < R ;

(i) la série Y, cpz
(i) la série Y, cpz™ diverge pour |z| > R.
De plus, la série Y, cpz™ converge absolument si |z| < R, et on a convergence normale
sur tout compact de D(0, R). Le “nombre” R s’appelle le rayon de convergence de

la série entiére .

Démonstration. Posons R = sup{p > 0; la suite (|c,|p") est bornée}. Cette définition
a bien un sens : R existe dans [0, 0] car ’ensemble dont on prend la borne supérieure
est non vide (il contient r = 0). Si z € C vérifie |z| < R alors on peut trouver p > |z|
tel que la suite |c,|p™ est bornée, donc la série )] c,2" converge absolument d’apres
le lemme d’Abel. Si |z| > R alors la suite (|c,2"|) n’est pas bornée par définition de
R, donc la série >} c,2" ne peut pas converger. Ainsi, R vérifie (i) et (ii). De plus, la
série > ¢, 2" converge normalement sur tout disque D(0,7) de rayon r < R d’apres le
lemme d’Abel, donc sur tout compact de D(0, R).

L’unicité est “évidente” : si R’ € [0,00] vérifie (i) et (ii), on ne peut pas avoir
R’ < R sinon on obtiendrait une contradiction en choisissant r tel que R’ < r < R. (La
série Y c,r™ devrait & la fois converger car r < R et diverger car r > R'). De méme on
ne peut pas avoir R' > R, donc R’ = R. O

NOTATION. On notera R(X) le rayon de convergence d’une série entiere X.

REFORMULATION. Le rayon de convergence d’une série entiere ) ¢, z" est 'unique
nombre R tel que la série Y| |c,|r™ converge pour 0 < r < R et diverge pour r > R.

Remarque 1. La preuve du théoréeme a établi qu'on a
R(X) = sup {r > 0; la suite (|c,|r™) est bornée} .
On peut donc utiliser les faits suivants pour déterminer R(X) : étant donné r € R,

e si la suite (c,|r™) est bornée, alors R(X) = r;
e sila série Y |c,|r™ diverge, alors R(X) < r.

Remarque 2. Comme le montrent les exemples suivants, on ne peut rien dire de
completement général sur la convergence de Y| ¢, 2" pour |z| = R(X).

(1) Pour X(z) = >,2", on a R(X) = 1 (car la série géométrique > 7" converge si
r < 1 et diverge si r > 1) et la série diverge en tout point z tel que |z| = 1.

(2) Pour X(z) = 3,5 Z—Z, on a R(X) =1 (la suite (;—2) est bornéesir < 1et > ;—z
diverge pour 7 > 1 car en fait " /n? — ) et la série converge en tout point z
tel que |z| = 1.

(3) pour X(z) = >.o %, on a R(X) = 1 (méme raisons que pour Y, Z—Z), la série
diverge pour z = 1, mais converge pour z = —1 (série alternée), et en fait pour
tout point z # 1 tel que |z| = 1 (ce qui n’est pas du tout évident).

La proposition qui va suivre donne une formule générale pour calculer le rayon de
convergence d’une série entiere. On doit d’abord rappeler la définition de la limite
supérieure d’une suite de nombres réels (z,,) : la limite supérieure de (z,,) est la plus
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grande valeur d’adhérence de la suite (z,,) dans [—o0, +o0]; autrement dit, c’est la
plus grande limite possible (dans [—o0, +00]) pour une sous-suite de (z,). On note ce
“nombre” lim %y, ou simplement lim z,. Par exemple : si la suite () converge
dans [—o0, +00] alors lim z,, est la limite de (z,); on a lim (—1)" = 1 car les valeurs
d’adhérence de x,, = (—1)" sont 1 et —1; et on a lim (—1)" x n? = +c0.

FEzercice 1. Montrer que pour tout nombre réel L, les implications suivantes ont
lieu :
e limz, < L = x, < L a partir d'un certain rang;
e limz, > L = x,, > L pour une infinité d’entiers n.

FEzercice 2. Montrer que si (uy) et (v,) sont deux suites de nombres réels et si (uy)
admet une limite [ > 0, alors lim (u,v,) = [ x limv,.

PROPOSITION 3.4. (formule d'Hadamard)

Pour toute série entiére ¥ = Y cp2", le rayon de convergence de ¥ est donné par
la formule .

) = Tim |e | V7

Démonstration. Notons Ry le “nombre” défini par RLO = Tim |¢,,| /™. On va montrer
séparément que R(X) = Ry et R(X) < Ry.

Si 0 <7 < Ry, alors lim ,, o (|ca|Y/™ x 7) < 1, donc on a |e,|Y™ x 7 < 1 & partir
d’un certain rang, i.e. |¢,|r™ < 1. La suite (|c,|r™) est donc bornée, et par conséquent
R(X) = r. Ceci étant vrai pour tout r < Ry, on en déduit R(X) > Ry.

Sir > Ry, alors lim , o (|ca|Y™ x7) > 1, donc on peut trouver une infinité d’entiers
n tels que |c,|r™ > 1. Par conséquent, ¢,r™ ne tend pas vers 0 quand n — o0, donc
la série )| |cp|r™ diverge et donc r = R(X). Ceci étant vrai pour tout r > Ry, on en

déduit Ry > R(Y). 0

COROLLAIRE 3.5. Soient Xg = >, ¢, 2" et X1 = Y, ¢}, 2" deux séries entiéres.

1/n

(a) S’il existe une constante M telle que |c,| < M |c),| a partir d’un certain rang,
alors R(X0) = R(X1).

(b) Sicp,c, # 0 a partir d’un certain rang et si |c,| ~ ||, alors R(Xo) = R(X1).
Démonstration. La partie (a) est évidente d’apres la formule d’Hadamard puisque

len| V™ < MY™| el |Y™ & partir d’un certain rang et MY/™ — 1; et (b) découle de (a)

appliqué 2 fois car on a || < |c,| < 2|c},| & partir d'un certain rang. O

nl
ni’

COROLLAIRE 3.6. Si la suite (c,) est bornée, alors le rayon de convergence de
> cpz™ est au moins égal a 1.

Démonstration. On applique le corollaire précédent avec ¢}, = 1, en se souvenant

que le rayon de convergence de ) z" est égal & 1. Evidemment, on peut aussi démontrer
le résultat directement, sans utiliser la formule d’Hadamard. ]

COROLLAIRE 3.7. Si |c,|Y™ admet une limite | € [0,0], alors R(X) = 1/1.

COROLLAIRE 3.8. Sic, # 0 a partir d’un certain rang et si % admet une limite

[ €[0,00], alors R(X) = 1/1.

Démonstration. D’apres le corollaire précédent, il suffit de montrer que |cn]1/ " tend
vers [. On utilise pour cela le lemme suivant, qui est en fait un théoreme tres célebre
et tres important.
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LEMME 3.9. (théoreme de Cesaro)

Soit (up) une suite de nombres réels. Si (u,) admet une limite L € [—o0, +o0],
alors S, = % Z;é uy tend également vers L quand n — 0.

Preuve du lemme. Supposons d’abord que L = 0.

Soit € > 0. Comme u,, — 0, on peut trouver Ny > 1 tel que |ug| < e pour tout
k = Ny. Sin > Ny, on a alors

No—1 n
1
[Sal <~ D1 w + = D7l
k=0 k=N
C() TL—NQ
< — +4ex
n n
Co
< —+te,
n

ou on a posé Cy = ‘ZkNﬁo_l uk‘ Comme Cy/n — 0, on peut trouver N > Ny tel que

Cp/n < e pour tout n = N, et on a alors
Vn=N : |S,|<e+e=2¢.

Donc S,, tend bien vers 0 quand n — 0.

Si L € R, on se ramene au cas “L = 0”7 grace a l'astuce (trés naturelle) suivante :
pour tout n > 1, on a

1 n—1
Sp—L=—> (u,— L),

donc on peut appliquer le cas précédent a la suite (u,, — L) pour obtenir que S, —L — 0.

Supposons maintenant L = +o00. La démonstration est presque identique a celle
du cas “L = 07, donc on va aller un peu plus vite. Pour tout A > 0 donné, on peut
trouver Ny tel que ug = A pour tout k = Ny, et on en déduit que si n > Ny, alors

— N()—l —
Sz Ax Mo 1 Moyl =" Noy_ G
n n s n n

Comme "*TNOA — A et % — 0 quand n — o0, on peut trouver N > N; tel que
"*TNOA - % > A/2 pour n = N, et on a alors S, = A/2 pour tout n = N. Comme
A > 0 est arbitraire, cela montre que S,, — +00 = L. Le cas ou L = —oo s’en déduit
en considérant —u,,. O

Revenons a la preuve du corollaire 3.8. En supposant ¢, # 0 pour tout n, on
applique le lemme avec u, = log % = log |cp+1| —log|enl, qui tend vers L = logl €

[—00, +00]. Avec les notations du lemme, on a

1
S, = E((log le1]| — log|co|) + (log |ca| —log |e1]) + -« - + (log |en| — log |Cn71|))
1
— L (tog eu| — log ea)

1 o 1
et comme % tend vers 0 on en déduit que % tend vers logl. Donc |c,|'/™ =

oxp (12l ) st — .
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Exemples. Pour ¥ =3 _ 2. ae R, onaRXE) =1 car (n:;ii)a — 1. Pour

n>1 neo
=>4z n,, on a R(X) = o car (nfl)! =1 0. Pour £ =Y nlz", ona R(X) = 0 car
(n+1)!
n!

— 0.

. , . £on BN 1\n?
Ezercice. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres >, (1+:)" 2

2k
et Dis0?
2. Régularité de la somme d’une série entiéere.

n

DEFINITION 3.10. Soit X(2) = Y, ¢p2™ une série entiére. La série dérivée de ¥
est la série enticre ¥/ (z) = 3 o nepz" 1 =3 (0 + 1)cqq12".

LEMME 3.11. Une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon de conver-
gence.

Démonstration. Si X = Y ¢p2", alors X' (2) = Y5 ncyz" 1 a le méme rayon
de convergence que %(z) = Dm0 NCn 2" car S(2) = 2%/(2) (et donc les deux séries

convergent pour les mémes valeurs de z). D’apres la formule d’Hadamard, on a 1/R(3) =
lim (n'/™|¢,|Y™) et donc R(X) = R(X) car n¥/™ — 1; d’out le résultat. O

THEOREME 3.12. Soit ¥ = Y¢,2" une série entiére de rayon de convergence R >
0, et soit f : D(0,R) — C la somme de cette série, f(z) = >0 cpz™. Alors f est
infiniment C-dérivable dans le disque D(0, R), et ses dérivées successives s obtiennent
en dérivant terme a terme : on a

0
VkeN : f® Z (n—1)-(n—k+1)c,z" ",

Démonstration. Pour N € N, posons fy(z) = 25:0 cnz2". Les fonctions fy sont
polynomiales, donc holomorphes sur D(0, R), avec fy(z) = ZnN:1 ne,z" 1. D’apres le
lemme, la série entiere >} nc,z" 1 a un rayon de convergence égal & R, donc cette
série converge normalement sur tout compact de D(0, R). En particulier, la suite (f})
converge uniformément sur tout compact de D(0, R) vers une fonction g : D(0, R) —
C, qui est continue car les f’ le sont. Si on pose wy = f]’\,dz et w = gdz, alors
lwn(u) = w@)| = Mgy @w)—gll = [fy(w) — g(u)| pour tout u, donc wy(u) tend
vers w(u) uniformément sur tout compact de D(0, R). On est donc dans la situation
suivante : fn(z) — f(z) pour tout z € D(0,R), et dfy = fydz — gdz uniformément
sur tout compact. D’apres un théoreme connu sur les suites de fonctions de classe C!, on
en déduit que f est de classe C! avec df = gdz. Autrement dit, f est holomorphe avec
f'(z) = g(z) = >3 ne,z™ L. Par récurrence, on montre alors que f est infiniment
C-dérivable avec f¥)(z) =3 n(n —1)---(n —k + 1) c,2" % pour tout ke N. [

3.3. Fonctions analytiques.

DEFINITION 3.13. Soit Q un ouvert de C, et soit f: Q — C.

(1) On dit que f est développable en série entiére au voisinage d’un point
a € Q s’il existe r > 0 et une suite de coefficients (¢n)n=0 (dépendant de a)
tels que D(a,r) < § et

0
Vze D(a,r) : Z (z—a)"

ou la série converge en tout point de D( ).



18 1. FONCTIONS HOLOMORPHES : DEFINITIONS ET EXEMPLES

(2) On dit que f est C-analytique sur ) si elle est développable en série entiére
au voisinage de chaque point de 2.

Du théoreme 3.12, on déduit facilement le résultat suivant.

ProrosiTiON 3.14. Si f : Q — C est C-analytique, alors f est infiniment C-
dérivable sur 2. De plus, sia € Q et si f(z) = X0 ca(z — @)™ sur un certain disque
D(a,r), alors les coefficients ¢, sont déterminés de maniére unique par la fonction f :

on a
¥ (a)
B

Démonstration. Soit a € Q quelconque, et soit 7 > 0 tel que D(a,r) < Q et
f(z) =X en(z —a)" sur D(a,r), pour une certaine suite de coefficients (c,). La série
entiere X(w) = > c,w™ a un rayon de convergence au moins égal a r, donc sa somme
g est infiniment C-dérivable dans le disque D(0,r), d’apres le théoreme 3.12. Comme
f(z) = g(z — a) dans D(a,r), on en déduit que f est infiniment C-dérivable dans
D(a,r), donc au voisinage de a. Ceci étant vrai pour tout point a € 2, cela signifie
que f est infiniment C-dérivable sur €. Enfin, avec les notations précédentes on a
B2 =g®(z—a)=Fnn—1)(n—k+1)cu(z —a)"* pour tout z € D(a,r),
d’ott f)(a) = ke, x 0° 4+ 0 = kleg, pour tout k € N. O

VkeN : ¢ =

COROLLAIRE 3.15. Toute fonction C-analytique est holomorphe.

4. Fonctions usuelles
4.1. Exponentielle.
DEFINITION 4.1. Pour z = x + iy € C, on pose €* := e%e®¥ = e%(cosy + isiny).

Cette définition suppose évidemment que ’on connaisse déja ’exponentielle réelle
et les fonctions sinus et cosinus.

PROPOSITION 4.2. On a ¢* # 0 pour tout z € C et 7% = e*e? pour tous z, 7.

Démonstration. Si z = x + iy alors |e*| = e|e®¥| = €% car |e¥| = 1, donc |e*| > 0
et e* # 0.

Siz=ux+1iyetz =2a"+1iy, alors
242 _ gt tily+y) vt i(y+y)

(& =€ € € .

Pour prouver que e**% = e%e? | il suffit donc de vérifier qu'on a e'Wt¥) = W' : mais
ceci est la traduction des formules d’addition pour le sinus et le cosinus :
W) = cos(y + o) +isin(y + ¢)
= (cosycosy —sinysiny’) + i(cosysiny’ + sinycosy’)
= (cosy +isiny)(cosy’ +isiny’).
O

COROLLAIRE 4.3. La fonction exponentielle est un homomorphisme surjectif de
(C,+) sur (C*, x), de noyau 2iwZ.

Démonstration. Notons E la fonction exponentielle. Que E soit un homorphisme
de (C,+) dans (C*, x) est la traduction de la proposition. La surjectivité est claire
puisque tout nombre complexe w # 0 peut s’écrire w = re'? avec r > 0 et 0 € R, et
donc w = 8™ Pour déterminer ker(E) = {z; e* = 1}, on utilise le fait suivant :
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un nombre complexe w est égal a 1 si et seulement si jw| = 1 et Re(w) = 1. Comme
|e?| = e® si z = x + iy, on a donc les équivalences suivantes (pour z = = + iy) :

zeker(E) <= ¢e*=1cet Re(e’) =1
«— x=0c¢ct Re(e”) =1
— x=0et cosy=1
— z=0et ye2nZ,
ce qui prouve que ker(E) = 2inZ. O
COROLLAIRE 4.4. L’application 0 — €% est un homomorphisme surjectif de (R, +)
sur (T, x), de noyau 277Z.

Remarque. 1l est trés important de retenir le fait suivant, qu’on a utilisé dans la
preuve du corollaire 4.3 : si z € C, alors

’ez‘ _ 6Re(z) )

PROPOSITION 4.5. La fonction exponentielle est holomorphe sur C, avec (%) = €.
Démonstration. Notons E : R? — C la fonction exponentielle, considérée comme
fonction de deux variables réelles. On a E = u + v avec
u(z,y) = e“cosy et v(x,y) =e"siny.
11 est clair que E est de classe C!, et un calcul immédiat montre qu’on a g—g =u = Z—Z

et g—g =0y = —g—“- Ainsi, E vérifie la forme réelle de I’équation de Cauchy-Riemann et
est donc holomorphe sur C. Enfin, on a
, O0E  oOu  .0v

—%—%sz%:lH—w:E
O
[oe} Zn
PROPOSITION 4.6. On a e® = Z o) pour tout z € C, ot la série converge norma-
n=0 "

lement sur tout compact de C.

Ve 3 ’ . LR n . .
Démonstration. La série enticre »; % a un rayon de convergence infini, donc elle

converge normalement sur tout compact de C.

Soit z € C fixé, et soit ¢ : [0,1] — C la fonction définie par ¢(t) = e'*. D’apres la
proposition précédente, la fonction exponentielle est infiniment C-dérivable sur C, avec
(e)F) = e* pour tout k € N. Donc ¢ est de classe C* sur [0, 1], avec p*)(t) = zFet?

pour tout k € N. D’apres la formule de Taylor, on a

(n) 0 1 1 — )"
o) =0+ ¢ ) x (10 +-+ E D a oy [ By a
. O .
pour tout n € N, autrement dit
. n Zn+1 1 .
(4.1) e —1+z+---+ﬁ+ o (1 —t)"e™dt.
. . O
De plus, on a
Zn+1 1 |Z|n+1 1
f (1- t)"etzdt‘ < f (1= 1)"[et| dt
n! 0 n! 0
|Z|”+1

« eRc(z)

)
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et donc Z;jl Sé(l —t)"et?dt tend vers 0 quand n — c0. On peut donc passer a la limite

dans (4.1) pour obtenir la formule souhaitée. O

Ezxercice. En utilisant la formule du binéme et le développement en série entiere
de 'exponentielle, montrer que pour tout z € C, on a
. AN
e = lim (l—f-—) .
n—00 n

4.2. Fonctions trigonométriques. Les fonctions trigonométriques complexes se
définissent a partir de I’exponentielle.

DEFINITION 4.7. Pour z € C, on pose cos z = 5(e¥ + e %) et sinz = (e —e ™).

La vérification des propriétés suivantes est laissée en exercice.

(1) Les fonctions sin et cos sont holomorphes sur C, avec sin’ = cos et cos’ = — sin.
(2) Les fonctions sin et cos sont développables en série entiere sur C, avec

0 2n 0 z2n+1

cosz = Z (=" (;n)' et sinz = Z (—1)nm‘

n=0 n=0

(3) Les formules trigonométriques usuelles pour sin(u + v) et cos(u + v) restent
valables pour tous u,v € C.

LEMME 4.8. On a cosz = 0 si et seulement si z est de la forme 5 + km, ou k € Z.

Démonstration. Par définition de la fonction cos, on a les équivalences suivantes :
cosz=0 <« ¢e%=_—¢ "
— e?iz =—_1= eiT(
— ei(2277r) -1
— 2z—me22nZ.

n

sin z
Cos z

COROLLAIRE 4.9. La fonction tanz :=
O =C\{5 +km keZ}

est bien définie et holomorphe sur

Ezercice 1. Montrer qu’on a tan’(z) = 1 + tan® 2

cos z |
sin z

Exercice 2. Déterminer le domaine de définitions de cotan z :=
4.3. Logarithmes et arguments.

NOTATION. On notera log :]0,0[— R la fonction “logarithme népérien” usuelle,
i.e. la réciproque de ’exponentielle réelle.

DEFINITION 4.10. Soit z € C*.
(a) On dit qu'un nombre complex w est un logarithme de z si on a e* = z.

(b) On dit qu'un nombre réel  est un argument de z si on a ' = ﬁ

REMARQUES.

(1) Si z =re? avec r > 0 et § € R, alors w = log(r) + i est un logarithme de z.
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(2) Tout nombre complexe z # 0 possede une infinité de logarithmes et d’argu-
ments. Si z s’écrit e, alors les logarithmes de z sont tous les nombres de la
forme wy = log(r) + i(0 + 2km) ou k € Z, et les arguments de z sont tous les
nombres de la forme 0, = 6 + 2k.

(3) Si w est un logarithme de z alors Re(w) = log |z|, et Im(w) est un argument

de z.
Démonstration. La partie (1) est évidente puisque elog(r+if — plog(r)gif —
Comme e?*™ — 1 si k € Z, on en déduit immédiatement que tous les wy, sont des

logarithmes de z et que tous les 6, sont des arguments de z. Réciproquement, si w’
est un logarithme de z, alors e = 2271 = 1 et donc w' — w € 2inZ, ce qui prouve
que w’ est un wy ; et de méme tout argument de z est un 6i. Enfin, la partie (3) est
évidente : si w = x + iy et si e¥ = z, alors |z| = €% (donc x = log|z|) et z/|z| = e¥
(donc y est un argument de z).

DEFINITION 4.11. La détermination principale de ’argument est la fonction
arg : C* — R définie comme suit : arg(z) est 'unique argument de z appartenant
Vintervalle | — m, ). La détermination principale du logarithme est la fqnction
log : C* — C définie par log(z) = log|z| + iarg(z). Autrement dit, si z = e’ avec
r>0ethe|—mmn|, alorslog(z) = log(r) + if.

Exemples.

(1) On a —1 = €™, donc log(—1) = im. De méme, i = e~ 2 et —i = e'2, donc
log(i) = i% et log(—i) = —iF.
(2) Ona|l—il=+v2et1—i= \/§<§72§> — /2e7%, donc log(1 — i) =
ST 105(2) ;T
log\@—zz = 5= —i7.

Remarque 1. La notation log est intentionnelle : la fonction log prolonge la fonction
logarithme réelle.

Remarque 2. En général, on n’a pas log(zz') = log(z
vraie seulement modulo 2im. Par exemple, on a log(—1
log(—1) +log(i) = im+iZ = i2F- En fait, on a log(z2') = ||o
si arg(z) + arg(z’) €] — m, | (exo).

) + log(2’) : cette égalité est
x i) = log(—i) = —i%, mais
g(z) +1og(2’) si et seuement

Remarque 3. Les fonctions log et arg ne sont pas continues sur C*. En fait, elles
ne sont continues en aucun point de la forme z = —r, ou r > 0.

Démonstration. Pour e €0, 7], posons z

= re(™9) et 2o = re "9 (faire un
dessin). Alors zX — r quand ¢ — 0%, mais arg(z}) = i(m — &) — im et arg(z7) =
i(—m+¢e) — —im. Donc la fonction arg est discontinue au point —r; et comme arg(z) =

Im(log(z)), on en déduit que la fonction log est également discontinue au point —r. [

PROPOSITION 4.12. La fonction arg est de classe C' sur C\R™, et la fonction log
est holomorphe sur C\R™ avec log'(z) = 1.

z

Démonstration. Siz = x+iy € C\R™, alors 6 := arg(z) € | —m, 7[. Donc g e]-5.51
et tan (2) est bien définie. D’apres le théoreme de ’angle au centre et de ’angle inscrit,

on a

tan <9> -y _ Y .
2 T+ [2] oz 224y



22 1. FONCTIONS HOLOMORPHES : DEFINITIONS ET EXEMPLES

De plus, comme 0/2 €| — /2, 7/2[ on a §/2 = arctan(tan 6/2). Donc

arg(z) = 0 = 2arctan <y> ,

T+ /22 +y?

et cette formule explicite prouve que la fonction arg est de classe C! sur C\R™.
Comme log(z) = log |z| + iarg(z) et que la fonction z — log|z| = log(y/2? + y?)
est de classe C! sur C*, la fonction log est également de classe C! sur C\R™. De
plus, en différentiant la relation €!° = z, on obtient elogd(log) = dz, autrement dit
zd(log) = dz, ou encore d(log) = dz—z. Par conséquent, log est holomorphe sur C\R™
avec log/(z) = 1. O

z

z n
COROLLAIRE 4.13. Pour tout nombre complexe z, on a e* = lingo (1 + —) .
n— n

Démonstration. Fixons z € C. Si I'entier n est assez grand, alors 1 + = # 0 et
on peut écrire (1 + %)n = exp (n log (1 + %)) . De plus, comme la fonction log est C-
dérivable en 1 avec log’(1) = 1 et comme log(1) = 0, on voit que log(1 + u) ~ u quand

u — 0. Par conséquent, nlog (1 + %) tend vers z quand n — o0 et donc (1 + %)n tend
vers €.

PROPOSITION 4.14. Dans le disque unité D = D(0,1), on a
o0

log(l —2) = — Z

n=1

zn
)
n

ot la série converge normalement sur tout compact de D.

Ve . s -\ n ’ \
Démonstration. La série entiere ), _; - a un rayon de convergence égal a 1, donc

elle converge normalement sur tout compact de D(0,1) = D.

SizeD,alors1—2z¢€ D(1,1) € C\R™ (faire un dessin). Donc f(z) = log(1 — 2)
est bien définie et holomorphe sur D, avec f'(z) = — 1L et f(0) = log(1) = 0. D’apres
le théoreme fondamental de I’analyse (corollaire 2.8), on a donc

b 12
log(1 —2) =0 — dt = — dt
og(l—2) =0 Ll—tzxz Ll—tz

pour tout point z € D. De plus, pour z € D fixé on a
e}

1—1tz - Z(tz)k,

k=0

ou la série géométrique converge normalement sur [0,1] car [tz] < |z] < 1 pour tout
€ [0,1]. On en déduit

log(l1—2) = —fl (Z(tz)k X z) dt

0 \g=0

)
0 1

= —szﬂxf th dt
k=0

0

J‘OO Zk-i—l
B peo k417
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ce qui est la formule souhaitée. L’interversion de la somme infinie et de l'intégrale est
justifiée par la convergence normale de la série sur [0, 1]. O

DEFINITION 4.15. Soit A < C*. On dit qu'une fonction L : A — C est une
détermination du logarithme sur A si on a e“?) = z pour tout z € A, et qu'une
fonction ©® = A — R est une détermination de ’argument si ©(z) est un argument
de z pour tout z € A.

REMARQUE 4.16. Il n’existe aucune détermination continue de I’argument sur le
cercle T = {z € C; |z| = 1} et aucune détermination continue du logarithme sur C*.

Démonstration. Supposons qu’il existe une détermination continue de ’argument
sur T, i.e. une fonction continue © : T — R telle que ¢©*) = z pour tout z € T. On
a alors @) = it pour tout t € R, autrement dit ¢®()=1) — 1. Donc la fonction
¢ : R — R définie par ¢(t) = O(e') —t est & valeurs dans 27Z. Comme ¢ est de plus
continue, elle est donc constante d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (¢ (R)

doit étre un intervalle contenu dans 277Z). 1l existe donc un entier k tel que
VteR : O(e") =t + 2k,

ce qui est absurde car le membre de gauche est 2m-périodique mais le membre de droite
ne l'est pas.

Si L est une détermination du logarithme sur C* alors L(z) = log |z| + i©(z), ou
© est une détermination de I'argument. D’aprés ce qui précede, © ne peut pas étre
continue sur C*, donc L non plus puisque O(z) = Im(L(z)). O

Exercice. Montrer que si L est une détermination C! du logarithme dans un ouvert
Q < C*, alors L est holomorphe et L'(z) = 1.

PROPOSITION 4.17. Soit I =]a, 5[ un intervalle owvert de longueur 27, et soit
A; < C la demi-droite Rt e, Pour z € C\Ay, on note arg;(z) l'unique argument de z
appartenant a lintervalle I, et on pose log;(z) = log|z| + i arg;(z). Alors arg; est une
détermination C* de I'argument dans C\Aj, et log; est une détermination holomorphe
du logarithme. On dit que log; et arg; sont les déterminations du logarithme et de
l'argument obtenues en choisissant l’argument dans 1.

Démonstration. On a I =], + 27| puisque I est de longueur 27. En faisant
un dessin, on voit qu’un nombre complexe z appartient & C\A; si et seulement si
ze~U™+®) ¢ C\R~ (en tournant d’un angle —(a 4 7), on passe de A; & R™). Dans ce
cas, on a arg(ze (")) e] — 1 7| et donc arg(ze ") + (1 + a) €]a, a + 2n[= I.
Comme arg(ze "™+ 4 (1 4+ @) est un argument de z, on en déduit que arg;(z) =
arg(ze~ ™)) 4 (1 4+ a) pour tout z € C\A;. D’aprés la proposition 4.12, cela montre
que arg; est de classe C!, et on en déduit comme plus haut que log; est holomorphe
avec logy(z) = 1. O

z
Remarque. Avec les notations de la proposition, on a arg)_, - = arg et log)_r [ =
log sur C\R™.

COROLLAIRE 4.18. Pour toute demi-droite A < C d’origine 0, on peut trouver une

détermination C' de Uargument et une détermination holomorphe du logarithme sur
C\A.

Démonstration. Toute demi-droite A d’origine 0 est une Aj. O
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COROLLAIRE 4.19. Pour tout nombre complexe zy # 0, il existe une détermination
holomorphe du logarithme définie sur un voisinage V de zg.

Démonstration. 1l suffit de choisir une demi-droite A d’origine 0 ne passant pas
par zp (par exemple A = R™zp), et de poser V = C\A. O

4.4. Fonctions puissances.

DEFINITION 4.20. Soit L une détermination holomorphe du logarithme sur un ou-
vert @ ¢ C*. La détermination de z* associée & L est la fonction z — e (%),
Autrement dit, si z = '), o0 © est la détermination de Uargument associée ¢ L,
alors

A pAiNe()

Remarque. 11 est important d’avoir compris que z* dépend de la détermination
du logarithme considérée, autrement dit du choiz de l’argument. Par exemple, si on
veut calculer (—1)/3 en choisissant 1’argument dans ]0, 27[, alors on trouve (—1)3 =
()13 = /3 mais si on choisit Pargument dans |27, 4x[, on trouve (—1)/3 =
(ei37r)1/3 = ™ = 1.

On laisse en exercice la vérification des (importantes) propriétés suivantes.

(1) SiA=neN* alors 2} = 2 x -+ x z = --- 2", quelle que soit la détermination
—_—

n fois
de 'argument choisie; et 20 = 1.

(2) Si on choisit 'argument dans | — 7, 7[ et si A € R, alors la fonction z* (dont

le domaine de définition est C\R™) prolonge la fonction puissance z* usuelle
(définie sur |0, o0[).
(3) Si A € R alors |2*| = |z|*, quelle que soit la détermination de 'argument

choisie.

(4) Si ©Q = C\A pour une demi-droite A # [0, o0[ et si on choisit 'argument dans
un intervalle I contenant 0, alors |z*| = 2RV pour tout z €]0, oo].



Chapitre 2

Intégrale curviligne

1. Définition et propriétés élémentaires
1.1. Vocabulaire.

DEFINITION 1.1. Soit Q un ouvert de C. Un chemin dans Q est une application
continue v : [a,b] — Q, ot [a,b] est intervalle compact de R. On dit qu’un chemin
v : [a,b] — Q est fermé (ou encore que v est un lacet) si on a y(b) = vy(a).

On dit qu'un chemin v est de classe C! par morceaux si on peut subdiviser
son intervalle de paramétrage [a,b] en intervalles [ag, a1],[a1,az2],...,[an—1,an] sur
lesquels v est de classe C!.

DEFINITION 1.2. Si 7 : [a,b] — C est un chemin de classe C' par morceauz d’image
I" et si w est une 1-forme différentielle continue sur un ouvert Q) contenant I', on définit
l'intégrale de w sur v par la formule

L o= O (1) de.

Remarque 1. Cette définition a bien un sens car la fonction sous 'intégrale (qui est
définie sauf en un nombre fini de points) est continue par morceaux sur [a, b].

Remarque 2. Pour que 'intégrale curviligne Sww ait un sens, il suffit en fait que w
soit définie et continue sur 'image I" de ~.

PRATIQUE DU CALCUL.

(1) Cas ot w s’écrit Pdx + Qdy. En écrivant v(t) = (x(t),y(t)), on a w(y(t)) =
P(xz(t),y(t))m +Q(z(t), y(t))m2 pour tout ¢ € [a, b], ou 7 et w2 sont les deux “applica-
tions linéaires coordonnées”. Donc w(~(t))v'(t) = P(z(t), y(t))x'(t) + Q(z(t), y(¢))y'(t),
et on obtient

b

b
j Pda + Qdy j Pa(t), y(t) o/ (t)dt + f QUa(t), y(1)) o/ (t)dt

a
Pour calculer Sv Pdx + Qy, on procede donc “mécaniquement” comme suit : on
pose
z=at), y=yt) , de=2'(t)dt , dy=y'(t)dt,
et on integre entre a et b.
une fonction continue, et notons P : R? — R la

C
f(z). Soit également |[a, b] un intervalle de R et soit
chemin défini par (t) :=t + iv = (¢,v), alors

}deff

25

EXEMPLE 1. Soit f : R —
fonction définie par P(z,y) =
v € R. Si on note v : [a,b] - C 1
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Ainsi, I'intégrale des fonctions d’une variable est un cas particulier d’intégrale cur-
viligne.

EXEMPLE 2. Soit  := R*\{(0,0)}. Soient aussi R > 0 et a € [0,27], et soit

v :[0,a] — Q le chemin défini par (t) := (Rcost, Rsint). On a
f xdy —ydr
R

Démonstration. On écrit * = Rcost, y = Rsint, donc dr = —Rsintdt, dy =

Rcostdt et 22 + y* = R%. Cela donne
J rdy — ydr Jo‘ (—Rsint) x (—Rsintdt) N Ja (Rcost) x (Rcostdt)
o I'Q + y2 B 0 R2 0 R2

(6%
= J (cos®t + sin?t) dt = a.
0

O

FEzercice. Soient r : [a,b] —]0,0[ et 0 : [a,b] — R des fonctions continues de
classe C! par morceaux, et soit « : [a,b] — R?\{(0,0)} le chemin défini par

v(t) == (r(t) cosO(t), r(t)sin6(t))
Montrer que

xdy — ydz
———— =0(b) — 0(a).
L z? + y?

(2) Cas ot w s’écrit Adz + Bdz. Dans ce cas, on a w(y(t)) = A(y(t))I + B(y(t)]
pour tout ¢ € [a,b], ot I(h) = h et I(h) = h. Donc w(v(t))¥'(t) = A(y(t)) x ¥'(t) +
B(~v(t)) x ~/(t) et donc

b b
f Adz + Bdz = f A(y(t) 4 (t)dt + J B(y(t))~'(t
¥ a

=
~

a

Ainsi, pour calculer S’y Adz + Bdz, on pose
z=9(t) , dz=9'(t)dt , dz=~'(t)dt,
et on integre entre a et b.

EXEMPLE. Soient a € C et R > 0, et soit yg : [0, 27] — C* le chemin (fermé) défini
par y(t) = a + Re'. Alors
d
f © — 2ir.
wr*TaA

Démonstration. On pose z = Re', dz = iRe' dt, ce qui donne
dz i i Retdt 2
[ [T i
g Z— G 0 Re 0

Exercice. Pour n € Z, calculer N Lz o0 4™ [0,27] — C* est défini par 4™ (t) =

n 5

O

eznt )
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1.2. Propriétés de l’intégrale curviligne. Dans ce qui suit, 2 est un ouvert
de C, et tous les chemins 7 : [a,b] — Q sont de classe C! par morceaux.

PROPOSITION 1.3. (additivité)
Soit v : [a,b] — Q un chemin dans 2, et soit c € [a,b]. Alors

J w = J w + J w
il Y[a,c] Y|[e,b]

pour toute 1-forme différentielle w continue sur €.
Démonstration. C’est évident par définition de l'intégrale curviligne. O

Remarque. Un des intéréts de ce résultat est qu’il permet de se ramener a des
chemins de classe C'.

PROPOSITION 1.4. (théoreme fondamental de 1’analyse)
Soit F € CY(QY). Pour tout chemin v : [a,b] — Q, on a

f dF = F(y(b)) — F(y(a)).

En particulier, S,Y dF ne dépend que des extrémités du chemin ~y.

Démonstration. Supposons d’abord que v soit de classe C! sur [a, b]. Alors la fonc-
tion I o est de classe C', avec (F o~)/(t) = dF(y(t))y'(t). On a donc

LdF _ fb(Fo'y)'(t)dt _[Fon],

a

ce qui est la formule souhaitée.

Dans le cas général, choisissons une subdivision a = ag < a1--+- < ay = b de
Iintervalle [a, b] telle que v soit de classe C* sur [a;, a;11], pour tout i € {0,..., N —1}.
D’apres la proposition 1.3 et le “cas C'”, on a

N-1

LdF = ZJ dF

i=0 YY[a;,a;41]
= (FOm) = FO0)) + (F) = F(n)) + -+ (Flw) = Plyw-1)
= F(y(an)) — F(v(ao)),

d’ou le résultat.
O

COROLLAIRE 1.5. Si 7y : [a,b] — Q est un chemin fermé, alors Sv dF = 0 pour
toute fonction F € C*(Q).

Démonstration. C’est évident puisque v(b) = v(a). O

DEFINITION 1.6. (changement de parametre)

(1) Un changement de paramétre est une bijection continue s : [a,b] — [c,d]
entre deux intervalles compacts de R.

(2) On dit que deuz chemins 1 : [a,b] — Q et v2 : [¢,d] — Q sont

- équivalents s’il existe un changement de paramétre croissant s : [a,b] —
[c,d] tel que v1(t) = v2(s(t)) pour tout t € [a,b] ;
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- anti-équivalents s’il existe un changement de paramétre décroissant
tel que 1 = Y2 0 s.

Remarque. Intuitivement, deux chemins sont équivalents s’ils décrivent la méme
courbe, dans le méme sens (mais peut-étre pas a la méme vitesse) ; et deux chemins
sont anti-équivalents s’ils décrivent la méme courbe “en sens contraire”.

Exemples. (i) Les chemins 1 : [0,27] — C* et 72 : [0, 7] — C* définis par
71 (t) = € et y2(s) = ¥ sont équivalents.
(ii) Les chemins 71 : [0,27] — C* et 2 : [0,27] — C* définis par 71 (t) = e’ et
72(t) = e~ sont anti-équivalents.
(iii) Pour tout chemin 7 : [a,b] — C, on définit le chemin inverse ¥ : [a,b] — C
par la formule §(¢) = y(a + b —t). Alors «y et 7§ sont anti-équivalents. Lorsque
[a’a b] = [07 1]7 on a W(t) = W(l - t)

PROPOSITION 1.7. (invariance de l'intégrale par changement de parametre)
Soient v1 : [a,b] — Q et vy : [¢,d] — Q deux chemins dans Q.

(1) Sivyy etvya sont équivalents, alors S% w = S% w pour toute 1-forme différentielle
w continue sur §Q.

(2) Si vy ety sont anti-équivalents, alors S% w=— Sw w pour toute 1-forme w.

Démonstration. Soit s : [a,b] — [c,d] un changement de parametre tel que v, =
2 © s, croisant dans le cas (1) et décroissant dans le cas (2). Soit également w une
1-forme continue sur 2.

Supposons d’abord que 71, 72 et s soient de classe C1. On a alors v/ (t) = ~4(s(t))s'(t)
pour tout ¢ € [a, b], et donc

b
f w = f W () (' (D44(s(8)))

s(b)
_ f w(ra(s) (s) ds

ou on a effectué le changement de variable s = s(t). Dans le cas (1), s est croissant, donc
s(a) = cet s(b) =d, et donc { w = wa('yg(s))fy’(s) ds = {  w. Dans le cas (2), on a

s(a) = d et s(b) = ¢, donc Sm w = §Gw(v2(s))y(s)ds = — Szw(’yg(s))’y’(s) ds ==\ w.
Si 1,72 et s sont de classe C! par morceaux, on se ramene au “cas C'” en subdivisant
convenablement les intervalles [a, b] et [c,d] : plus précisément, on subdivise [a,b] en
intervalles [a;,a;11] sur lesquels 71 et s sont de classe Cl et tels que Yo est Cl sur
s([ai, ai+1]), et on utilise la proposition 1.3.
Le cas ou le changement de parametre s est seulement supposé continu est un peu

plus délicat, et on 'admettra. O

COROLLAIRE 1.8. Si v est un chemin dans (), alors Sww = —Siw pour toute 1-
forme w continue sur €.
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EXERCICE 1.9. Soient 71 : [a1,b1] — Q et 2 : [ag, b2] — Q deux chemins de classe
C! par morceaux. Le chemin “y; suivi de 7” est le chemin v : [0, 1] —  défini par

(t):=1 " a1 + (b1 — ay) x 2t) si0<t<1/2
T relag + (b2 —az) x (2t — 1)) sil2<t<1

Vérifier que cette définition a bien un sens, et que pour toute 1-forme différentielle

w continue sur €2, on a
J w = f w +J w.
¥ 7 72

DEFINITION 1.10. Une courbe simple dans le plan est un compact T' < C qui est
Uimage d’un chemin v : [a,b] — C ingectif (on dit encore sans point double), avec
un intervalle [a,b] non réduit a point. On dit alors que v est un paramétrage de la
courbe T'.

1.3. Courbes simples.

Remarque. Si~y : [a,b] — C est une application continue et injective, alors -y est un
homéomorphisme de [a, b] sur v([a, b]), par compacité de [a, b]. Donc, toute courbe
simple I' € C est homéomorphe a l'intervalle [0,1]. En particulier, I" possede deux
extrémités p et ¢, qui correspondent aux extrémités 0 et 1 de [0,1]. On peut les
caractériser de la fagon suivante : ce sont les deux seuls points de I' tels que I'\{p} et
I"\{q} sont connezes.

DEFINITION 1.11. Soit I' = C une courbe simple d’extrémités p et q. On dit qu’on
a ortenté I' si on a choisi un “sens de parcours” sur I' : de p vers q, ou de q vers p.
1l y a donc exactement 2 maniéres d’orienter T.

Remarque. Tout paramétrage v : [a,b] — C de I' définit une orientation de I' (“de
+(a) vers 7(b)").

LEMME 1.12. Soient v1 et o deuzx paramétrages d’une méme courbe simple I' < C.
(1) Sivy etye définisent la méme orientation de T', alors vy et v2 sont équivalents.

(2) Siy ety définisent des orientations inverses, alors ils sont anti-équivalents.

Démonstration. En notant [a, b] et [¢, d] les intervalles de définition de 7y, et 72, on
sait que 71 : [a,b] — et 2 : [¢,d] — I' sont des homéomorphismes. Donc 'application
s =150 : [a,b] — [c,d] est un changement de paramétre tel que y; = y2 0. Si v
et o définissent la méme orientation de I', alors v1(a) = y2(c) et 71(b) = Y2(d), donc
s(a) = c et s(b) = d, et s est croissant. Si vy et v définissent des orientations inverses,
alors 1 (a) = v2(d) et v1(b) = ¥2(c), donc s(a) = d et s(b) = ¢, et s est décroissant. [J

Ce lemme rend légitime la définition suivante.

DEFINITION 1.13. Soit I' © C une courbe simple orientée. Si w est une 1-forme
différentielle continue au voisinage de I', on définit l'intégrale de w sur I' par Srw =
va, ot 7y : [a,b] — C est n'importe quel paramétrage de T' compatible avec ['orienta-
tion.

Exemple. (segments orientés)
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(1) Sip,q € C, on notera [p, q] = C le segment d’extrémités p et ¢, et [pq] (sans
la virgule) le segment [p, ¢] orienté de p vers ¢g. On a alors

f w— _f w
[pq] [ap]

pour toute 1-forme différentielle w continue au voisinage de [p, g].

(2) On peut paramétrer un segment orienté [pq| par le chemin v : [0,1] — C défini
par y(t) = p+t(qg—p) = (1 —t)p + tq. Le chemin inverse J(t) = tp + (1 — t)q
parametre le segment orienté [gp].

(3) Si[p,q] est un segment horizontal de la forme [a, b] x {v}, il est plus naturel de
paramétrer [pq] directement par U'intervalle [a, b], i.e. de poser y(z) = (z,v),
x € [a,b]. Siw = Pdx + Qdy est une forme différentielle continue au voisinage
de [p, ¢q], on a alors

b b

Pdx + Qdy = f P(xz,v)dz et Pdx + Qdy = —f P(z,v)dz.

[pq] a [ap] a

De méme, si [p, g est un segment vertical {u} x [c,d] alors [pq| se paramétre
par ¥(y) = (u,y), y € [a,b], et donc

d d
f Pdx + Qdy = J Q(u,y)dy et Pdx + Qdy = —f Q(u,y)dy .
[pq] c c

[ap]
(4) Si € € C, alors le segment orienté [0¢] se parametre par y(t) = t§, t € [0,1].
1.4. Longueur d’un chemin.

DEFINITION 1.14. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceauz. La
longueur de v est le nombre l(y) défini par l(y) = SZ |7/ (t)] dt.

Exemples. (1) Soient p,q € C et soit v : [0,1] — C le paramétrage naturel
du segment [p,q], i.e. y(t) = (1 —t)p+tg=p+tlg—p). Ona~'(t) =q¢—p
pour tout ¢ € [0,1], donc I(v) = S(l) |g —p|dt = |qg—pl|, ce qui est bien la valeur
attendue pour la longueur de [p, g].

(2) Soient a € C et R > 0. Le chemin ~ : [0,27] — C défini par y(t) = a + Re®
parametre le cercle {z € C; |z — a] = R}, donc on s’attend a trouver [(y) =
27 R. Et de fait, on a |y/(t)| = iRe' pour tout t € [0,1], donc |7/(t)] = R et
I(v) = §" Rdt = 2nR.

PropoSITION 1.15. Deux chemins équivalents ou anti-équivalents ont la méme
longueur.

Démonstration. Soient v, : [a,b] — C et y2 : [¢,d] — C deux chemins équivalents
ou anti-équivalents, et soit s : [a,b] — [¢,d] un changement de parametre tel que
Y1(t) = 72(s(t))-

Si s est de classe C! (ou C! par morceaux), on peut montrer que I(vy1) = I(72) en
utilisant la formule de changement de variable, exactement comme dans la preuve de
la proposition 1.7 : c’est un bon exercice.

Pour un changement de parametre seulement continu, on doit procéder différemment.
Tout repose sur le fait suivant, que I’on admettra :
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FAIT. Soit [u,v] un intervalle de R. Appelons subdivision de [u,v] toute suite finie

de la forme ¢ = (tg,t1,...,tN), avec ou bien u =ty < t; < --- < txy = v ou bien
v=1tyg>1t > - >ty = u. Soit également 7 : [u,v] — C un chemin de classe C! par
morceaux. Pour toute subdivision ¢ = (to,t1,...,tx) de [u,v], posons

N-1
nst) = D) hiltien) = ()]

Avec ces notations, on a l(y) = sup {l(v, t); t subdivision de [u,v]}.

En admettant ce fait, la preuve de la proposition est immédiate. En effet, quand
t = (to,...,tn) décrit 'ensemble des subdivisions de [a, b], alors st := (s(tg), ..., s(tn))
décrit I’ensemble des subdivisions de [¢, d] car s est une bijection strictement monotone
de [a,b] sur [c,d], et on a l(y1,t) = I(72, st) pour toute subdivision ¢; donc la formule
précédente donne directement (y1) = I(y2). O

Ezxercice. Essayer de donner une preuve de la proposition 1.7 en s’inspirant de la
démonstration précédente.

COROLLAIRE 1.16. On peut définir la longueur d’une courbe (simple) I' < C :
c’est la longueur de n’importe quel paramétrage de I'.

Ezercice. Calculer la longueur de I'arc de la parabole d’équation y = x? joignant
les points (0,0) et (1,1).

NOTATION. Soit 7 : [a,b] — C un chemin de classe C! par morceaux, d’image T
Pour toute fonction continue ¢ définie sur I', on posera
b

[ eide = [ = st iriar.

a
En particulier, on a {(y) = § 1|dz[ = |dz|.

La notation est utile lorsqu’on veut majorer le module d’une intégrale curviligne :
c’est le contenu du lemme suivant.

LEMME 1.17. Soit 7y : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceaur d’image T.
Si f est une fonction continue sur un ouvert contenant I, alors

L F(2)dz

Démonstration. 11 suffit d’écrire § f(z)dz = SZ F(y(t))Y'(t)dt et de majorer le mo-
dule de l'intégrale par l'intégrale du module.

< f £()]|d2] < 1(7) x sup £ (2)].
v zel

0

2. La formule de Green-Riemann

Le but de cette section est d’établir une “formule magique” sur laquelle sera basée
toute la théorie des fonctions holomorphes.
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2.1. Domaines élémentaires.

DEFINITION 2.1. On dit qu'un compact I' = C est une courbe de Jordan fermée
si ' est l’image d’un chemin v : [a,b] — C fermé et “sans points doubles”, i.e. tel que
V[ap[ €St injectif.

Par exemple : un cercle, le bord d’un triangle, le bord d’un rectangle sont des
courbes de Jordan fermées.

Ezxercice. Montrer qu'un compact I est une courbe de Jordan fermée si et seulement
si I est homéomorphe au cercle T = {z € C; |z| = 1}.

DEFINITION 2.2. On dit qu’un compact K < C est un domaine élémentaire si
les conditions suivantes sont satisfaites.

(1) K estl’adhérence de son intérieur, et sa frontiére 0K est réunion d’un nombre
fini de courbes de Jordan fermés deuz-a-deux disjointes I'1,...,T'n.

(2) Chaque courbe T'j admet un paramétrage y; possédant les propriétés sui-
vantes :

(a) v; est de classe C? par morceaus, et ’yg.(t) # 0 en tout point de dérivabilité ;

(b) lorsqu’on parcourt I'; en suivant le paramétrage v;, on a constamment
Uintérieur du domaine K “a sa gauche”.

Remarque 1. La signification précise de (2) est la suivante. Soit [a;, b;] I'intervalle
de définition de ;. En tout point ¢ € Ja;, b;[ ou ~; est dérivable, notons n;(t) le vecteur
unitaire orthogonal & +;(?) tel que (7v;(t),n;(t)) soit orienté dans le sens direct. Alors
n;(t) “pointe vers l'intérieur de K” : on peut trouver ¢ > 0 tel que |v;(t),v;(t) +

en;(t)] = K et [y;(t) —eny(t), (1) K = .

Remarque 2. Si ~y; vérifie (2), on dira que 7; est un paramétrage admissible
de T'j; et siyi,...,yn vérifient tous (2), on dira que (v1,...,yn) est un paramétrage
admissible de 0K.

Exemple 1. Un disque fermé, un rectangle fermé, un triangle fermé sont des do-
maines élémentaires. Dans chaque cas, un paramétrage admissible de 0K fait parcourir
0K dans le sens trigonométrique.

Exemple 2. Sia e C et sir et R vérifient 0 < r < R, alors la couronne fermée
K = D(a,R)\D(a,r) = {z € C; r < |z — a|] < R} est un domaine élémentaire, avec
0K = dD(a, R)udD(a,r). Un paramétrage admissible de 0K fait parcourir le “grand”
cercle 0D(a, R) dans le sens trigonométrique, et le “petit” cercle 0D(a,r) dans le sens
anti-trigonométrique.

Exemple 3. Plus généralement, si D, Dy, ..., D, sont des disques ouverts tels que
D; < D pour tout j et les D; sont deux & deux disjoints, alors le “disque & trous”
K = D\(Dy U --- U Dy,) est un domaine élémentaire, avec 0K = 0D u | J} 0D;. Le
grand cercle 0D doit étre orienté dans le sens trigonométrique, et les petits cercles 0D;
dans le sens anti-trigonométrique.

LEMME 2.3. Soit K < C un domaine élémentaire de frontiere 0K =T'1v---ul'y,
et soit w une 1-forme différentielle continue sur un ouvert contenant K. Pour tout
je{l,...,N}, Uintégrale S%, w est indépendante du paramétrage admissible ~y; de T';.
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Preuve abrégée. Fixons j € {1,..., N}. Il s’agit de montrer que si v! : [a!,b!] — C
et 42 : [a?, %] — C sont deux paramétrages admissibles de I';, alors S71 w = S’YQ w.

Pour ne pas perdre de temps, on admettra qu’on peut se ramener au cas ol Y et
72 sont de classe C* et ont le méme point de départ (i.e. v1(al) = v%(a?)), et que dans
ce cas il existe un changement de parametre s : [a',b'] — [a2,b%] tel que ! = v%0s. 11
reste a voir que ce changement de parametre est croissant, car on pourra alors conclure
que ' et v? sont équivalents et appliquer la proposition 1.7.

Le point clé est que le changement de parametre s (a priori seulement continu) est
dérivable en tout point ¢ € Jal, b'[. Pour le voir, il suffit d’écrire

YUt R) =) AP+ h) —AA(s(0))
h h
_ P R) —2(s() | st h) — ()
s(t+ h) —s(t) h

t+h))—y2(s(t

(t-H)z;—Z(t() ) tend

vers (72)/(s(t)) car s(t + h) tend vers s(t) par continuité de s. Comme (v2)"(s(t)) # 0

s(t+h)—s(t)
h

1 2 (s(
Quand h tend vers 0, le membre de gauche tend vers (y')'(¢), et T2%

(par définition d’un paramétrage admissible), on en déduit que tend vers

D)) et donc que s est dérivable au point ¢
G ) 4 p :

Maintenant qu’on sait que s est dérivable, on peut écrire

(2.1) (1) = 5'(t) x (v*) (s(1)).

Cette identité montre que pour tout point ¢ € Ja', b'[, les vecteurs (y')’(¢) et (v2)’(s(t))
sont colinéaires, et donc que les vecteurs “normaux” n,1(t) et n,2(s(t)) le sont également.
Comme ces deux vecteurs (attachés au méme point & = v () = v*(s(t)) de I'; pointent
tous les deux vers l'intérieur de K par définition d’un paramétrage admissible, ils sont
nécessairement de méme sens. Par conséquent, (y1)'(¢) et (72)'(s(t)) sont eux aussi de
méme sens, et en revenant a (2.1) on en conclut que s'(t) = 0, pour tout ¢ € ]a’, bl[.
Ainsi, le changement de parametre s est croissant, ce qui acheve la démonstration.

]

DEFINITION 2.4. Soit K < C un domaine élémentaire. Si w est une 1-forme
différentielle continue sur un ouvert contenant K, on définit l'intégrale de w sur
0K par la formule

N
=2
oK =177
ot (Y1,...,YN) est nimporte quel paramétrage admissible de 0K .

Remarque. Comme K est P'adhérence de son intérieur, on a 0K = d(K), donc on
peut écrire Sa( i) au lieu de §55- On le fera systématiquement lorsque K est un disque

fermé D ; autrement dit, on écrira toujours Sa p au lieu de Saﬁ'

Exemple 1. Si D = D(a,r) est un disque ouvert et si w est de la forme fdz, alors

2m
(2)dz = fla+retyire dt.
oD 0
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Exemple 2. Soit R un rectangle [a,b] x [c,d]. Notons A, B,C, D les sommets de
R, en commencant par le sommet inférieur gauche A = (a,c) et en “tournant dans
le sens trigonométrique”. On obtient un paramétrage admissible de dR en “mettant
bout & bout” des paramétrages des segments orientés [AB], [BC], [CD], [DA]. Si
w = Pdx + Qdy, on obtient donc (d’apres la propriété d’additivité)

R T T

- Jpg;cdx+JQby dy — L (x,d)dx—fcd@(a,y)dy

J Pdx + Qdy
OR

Exemple 3. Si K est un“disque a trous”, K = D\|J] D;, alors (compte tenu des

conventions d’orientation)
n
[ P 1
oK oD io1Jop;

2.2. La formule. On peut maintenant énoncer la formule de Green-Riemann.

THEOREME 2.5. (formule de Green-Riemann)
Soit K < C un domaine élémentaire. Siw = Pdx+Qdy est une 1-forme différentielle
de classe C' sur un ouvert contenant K, alors

0Q oP

Remarque. Si w = Adz + Bdz, alors la formule de Green-Riemann s’écrit

J Adz + Bdz = —QiJ ((9B — (9/1) dxdy .
oK K (92’ (72

Démonstration. Comme dz = dx + idy et dz = dx — idy, on a

Pdz + Qdy = J

0K K

f Adz + Bdz = J (Adz + iAdy) + f Bdx — iBdy
oK oK oK

0A 0A 0B 0B
(G5 | () e

. 0A 0B
=21 J;( (62 — 02) dxdy.

COROLLAIRE 2.6. Si f est une fonction de classe C' au voisinage d’un domaine
élémentaire K, alors

0

Adz =24 % dxdy .
oK K 0%

La preuve de la formule de Green-Riemann va se faire en considérant plusieurs cas,
de plus en plus généraux. Pour plus de “lisibilité”, on s’abstiendra de démontrer en
détail certains points techniques.

Cas 1. Le domaine K est un rectangle [a,b]| x [¢,d].
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Dans ce cas, c’est un calcul assez facile, mais cependant non-trivial et en fait tres
instructif :

b

JbP(x,c) dz + LdQ(b,y) dy — f Pla,d) dz — LdQ(a,y) dy

a a

f Pdx + Qdy
0K

b

[t~ @]a - [ [P - p@.o]

c a

[([ Qenir) [ ([ L) i

0Q oP
L (a B ay> ddy

ou on a utilisé le théoreme fondamental de 'analyse et le théoréeme de Fubini.

CAs 2. Le domaine K est un “rectangle déformé”.

De fagon précise, supposons que K soit de la forme K = ®(R), ou R = [a, b] x [¢,d]
est un rectangle et ® est un difféomorphisme de classe C2 d’un ouvert U  C contenant
R sur un ouvert U’ < C. On va se ramener au cas 1 au prix de quelques calculs et &
I’aide de la formule de changement de variables.

Comme le rectangle R est connexe, on peut supposer que U est connexe, quitte
a remplacer U par la composante connexe de U contenant R. Comme & est un
difféomorphisme, le déterminant jacobien Jg ne s’annule pas, et garde donc un signe
constant sur U par connexité (et par continuité de Jg). Quitte a remplacer R par
R* = [¢,d] x [a,b] et ® par le difféomorphisme ®* défini par ®*(u,v) = P(v,u)
(qui vérifie Jg*(u,v) = —Jo(v,u), on peut supposer qu'on a Jg(u,v) > 0 pour tout
(u,v) e U.

La condition Jg(u,v) > 0 signifie que le difffomorphime ® “préserve l'orientation
en tout point”. Cela rend plausible fait suivant, que ’on admettra car sa preuve n’est
pas particulierement éclairante.

FAIT. Si 7 est un paramétrage admissible de R, alors ® o v est un paramétrage
admissible de 0K.

On va se contenter d’établir la formule de Green-Riemann dans le cas d’une forme
différentielle du type w = Pdx, ot P est une fonction de classe C!. (Le cas w = Qdy
se traite de la méme fagon, et le cas général s’obtient en faisant la somme de ces deux
cas particuliers). Il s’agit donc de vérifier qu’on a

Dans la suite, on écrira
B(u,v) = (X (u,0), Y (u,0)).
Avec ces notations, le déterminant jacobien Jg est donné par la formule

0X oY 0X0oY

Je = S0 " e an

ce qui servira plus bas.
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Soit v : [a,b] — C un paramétrage admissible de dR. D’apres le fait, on a

J Pdx = Pdx
oK doy

b
_ f P(® o (1)) (X o)/ (t) dt

a

b
f (P o ®)(1(t)) dX ((0))/(t) dt

= f(PocID)dX.
,

Autrement dit :

f Pdz = J (Po®)dX
oK OR
0X

0X

D’apres le cas 1 et comme la forme différentielle (P o @) %—fdu + (Po®) %dv est
de classe C! (car P est C! et X est C2), on a donc

(2.2) LKdezf {;u ((P ) a{;;) jv ((P ) Zf)}dudv.

Il s’agit maintenant de montrer que le membre de droite est égal a — Sa K %—5 dxdy,
ce qui n’est pas immédiatement apparent !

D’apres les formules pour les dérivées partielles d’une fonction composée, on a

0 0X 0 0X
ou <(P ) 81}) T ou <P(X Y) (91})
0 0X 0?°X
T u (PX,Y)) 5 ov + P(X.Y) oudv
oP 0X 0P oY\ 0X *X
- (xS xS ) L e y) 28
((9:1:( ’ )8u+8y( ’ )(9u) v (%, )6u8v’

et de méme :

9 ox oP 0X |, op Y\ ox X
£ ((P ®) au> - <a XY) 55 + 5y Y) av>au+P<X Y) 5oau

2
Comme guéi = ava d’apres le théoreme de Schwarz, on obtient donc, apres sim-

plification :

0 0X 0 0X 0P oY 0X 0Y oX
ou <(P ?) 61}) ov <(P ?) 6u> B @(X’Y) <6u v v 6u>

oP
= —<ayoq>> Jo .

Comme de plus Jg = |Jg| puisqu’on suppose depuis le début que Jg > 0, on peut
alors conclure en revenant a (2.2) et en utilisant la formule de changement de variable :
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J Pdx = - 6—P((I)(u,v))\Jq,(u,v)|dualv
0K R OY

oP
= — —(x,y) dxd
L(R) ay( y) dzdy

0P
— | ——dzdy.
K 0y
Ceci termine la preuve de la formule de Green-Riemann dans le cas d’un “rectangle
déformé”.

CAs 3. Le domaine K peut se “quadriller” par des rectangles déformés.

De fagon précise, on suppose qu’on peut décomposer K sous la forme
K=Kjvu--uKy,

ou les K sont des rectangles déformés et, pour tous j,j’ € {1,..., N}, ou bien K; n
Kj = , ou bien K; et K; se rencontrent selon un “co6té” commun. Un dessin est
indispensable ici!

Dans ce cas, on il n’est pas tres difficile de montrer que toutes les intersections
K; n Kj sont de mesure de Lebesgue nulle, car ce sont des réunions finies de courbes
de classe C'. On a donc

N
L{ flz,y) dzdy = ;1 JKj f(z,y) dzdy

pour toute fonction f continue sur K.
D’autre part, si deux rectangles déformés K; et K se rencontrent selon un “coté”

commun I['; v, on voit que I'; ;» est parcouru en sens inverse selon qu’on parcourt 0K
33" 3,3 J

ou 0K . Par conséquent, si w est une forme différentielle continue au voisinage de K,
alors les deux intégrales sur I'; ; se détruisent lorsqu’on calcule {, w + . w. Ceci
J:J KJ Kj/

étant vrai pour tous j, 7', il est alors facile de se convaincre qu’on a

pour toute forme différentielle w continue au voisinage de K.
D’apres le cas 2, on en déduit immédiatement le résultat souhaité : si w = Pdx +

Qdy, alors
N
e
N
— ZJ (@Q_(?P)Clxdy
2k, or Oy

oQ oP
- J(E T

CAs 4. Le domaine K est quelconque.

S
=

&

I
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On peut montrer, et on admettra, que tout domaine élémentaire K < C admet
un quadrillage par rectangles déformés. Donc le cas général est en fait le cas 3, et la
démonstration est terminée.

2.3. Un cas particulier. Dans cette sous-section, on va donner une preuve di-
recte de la formule de Green-Riemann dans le cas ou le domaine K est un disque
D(a, R). C’est un calcul suffisamment intéressant pour étre détaillé. On se contente de
faire la preuve pour une forme différentielle du type w = Pdz.

Ecrivons a = (x0,y0). Le bord de K se parametre par le lacet v : [0,27] — C défini
par
v(0) := a + Re" = (xg + Rcosb,yo + Rsinb).
Donc

2m
Pdx = J P(zo + Rcosb,yo + Rsin6) x (—Rsin 0do).
0K 0

En notant P* : [0, R] x [0, 27] la fonction définie par
P*(r,0) := P(x¢ + Rcosf,yo + Rsinf),
on a donc
2m

J Pdx = — RP*(R,0)sinfdb.
oK 0

Ensuite, on a pour tout 6 € [0,27] :

RP*(R,0) = RP*(R,0) — 0P*(0,0)

Rd .
:f dr(rP (r,0)) dr

0

_ JR( 55*(r 0) + P*(r, 9)> drdo

0

Donc

27 P*
Pdx = —f f < (r,0) + P*(r, 9)) sin 6 drdf.
oK o Jo o

Enfin, par le théoreme de Fubini, on a

2 rR 27
f f P*(r,0)sin 0 drdf = <J P*(r,0) sm9d9> dr
o Jo

0

. 9=2m 2 oP*
= f ([cos OP*(r, 0)]0_0 —L COSQW(T, 0)) dr

27 P*
= JJ cos (r,0)dr.

*

P —_ 3 _ _
5 dx = J;) L <’l” sin or (’l“, 0) + cos @ 20

* *
S J <sin9 AL L s dr> rdrdd
10,R[x[0,27] or a0

T

On obtient donc

(r,0) dr) dodr
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Mais d’apres les formules de dérivation partielle “en coordonnées polaires”, on a
pour tout (r,0) €]0, R[x[0, 2n] :

P* P* P
sin 6 a—(r, 0) + 70086 ¢ ‘

or 0 (r,0) = afy(fﬂo +1rcosf,yo + rsinb).
D’ou finalement
oP )
Pdr = — ——(xo + rcosb,yo + rsinb) rdrdf
oD(a,r) 10,R[x[0,27] y

oP
=— J — dxdy,
D(ayr) OY

d’apres la formule de changement de variables.

3. Applications aux fonctions holomorphes

3.1. Préambule : “convergence dominée”. On aura tres souvent I’'occasion de
“passer a la limite” sous des intégrales SI fa(t) dt dépendant d’un parametre A. Pour
cela, on utilisera systématiquement la version suivante du théoréme de convergence
dominée.

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE. Soit I un intervalle de R, soit f : I —
C wune fonction intégrable et soit (fx)xen une famille de fonctions intégrables (fy :
I — C) avec un ensemble d’indices A < R. Enfin, soit \g € R u {+o0} un “point
d’accumulation” de A. On fait les hypothéses suivantes.

(i) fa(t) = f(t) quand X — Ao, pour tout t € I sauf peut-étre un nombre fini.

(ii) Hypothese de domination. il existe une fonction mesurable g : I — R*
indépendante de )\ € A telle que YA€ A : |fr(t)] < g(t) et §; g(t)dt < 0.

Alors on peut conclure que §; f(t) dt = limy_x, fx(t) dt.

Remarque 1. Lorsque l'intervalle I est borné, 'hypotheése de domination (ii) est
satisfaite 8’1l existe une constante M indépendante de A telle que |fx(¢)| < M pour
tout A et pour tout t € I.

Remarque 2. On en déduit que si I est un intervalle compact [a,b], si les fy sont
continues et si f)(t) — f(t) uniformément sur [a,b] quand A — Xg, alors on peut
passer a la limite sous l'intégrale. En particulier, si > uj est une série de fonctions qui
converge normalement sur [a, b], alors les sommes partielles f, = > uj convergent
uiniformément sur [a, b], et on obtient donc

Jb (i uk(t)> it — i Jbuk(t) t.

@ \k=0
FEzercice. Démontrer directement ce qui est dit dans la remarque 2, sans utiliser le
théoreme de convergence dominée.

On appliquera tres souvent le théoreme de convergence dominée & des intégrales
curvilignes, sous la forme suivante.

COROLLAIRE 3.1. Soit 7y : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceauz d’image
I, soit ¢ : I' = C une fonction continue, et soit (px)ren une famille de fonctions
continues sur I'. On suppose que px(z) — @(z) pour tout z € I' (quand X\ — Xo) et
qu’il existe une constante M telle que |px(2)] < M pour tout z € T' et pour tout A € A.
Alors on peut conclure que Sw ©ox(z) dz tend vers Sw o(z)dz.
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Démonstration. C’est immédiat en écrivant la définition des intégrales curvilignes :
comme on integre sur l'intervalle borné [a, b], on peut utiliser la remarque 1. ([l

3.2. Le “théoréme de Cauchy”. Le résultat suivant est une conséquence immédiate
de la formule de Green-Riemann.

THEOREME 3.2. (théoréme de Cauchy)
Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Q < C, alors § ;- f(z) dz = 0 pour
tout domaine élémentaire K < ).

Démonstration. D’apres la formule de Green-Riemann, on a

f(2)d f o wdy,

oK
d’ou le résultat puisque % = 0. O

COROLLAIRE 3.3. Si K < C est un domaine élémentair@, alors

Vae C\K : J =0.

K <2 —a

Démonstration. On applique le théoreme de Cauchy & f(z) = =, qui est holo-
morphes sur 2 = C\{a}, ouvert de C contenant K. O

Remarque. Dans le théoreme de Cauchy, il est essentiel que le domaine élémentaire
K soit entierement contenu dans ['ouvert 2 sur lequel f est holomorphe : il ne suffit

pas d’avoir 0K < €. Par exemple, f(z) = % est holomorphe sur C* et K = D vérifie

0K = 0D < C*, mais on a vu plus haut que Sam) % = 2 # 0.

APPLICATION. Pour illustrer le théoreme de Cauchy, on va montrer que l'intégrale
“généralisée” [ = SOO Smtdt existe et calculer cette intégrale.

Soit f : C* — C la fonction (holomorphe) définie par

Pour € et R vérifiant 0 < ¢ < R, notons K. r le domaine élémentaire défini par
K.rp={2€C; e <|z| <Retlm(z) > 0}.

Comme K. r < C*, on a SaK f(2)dz = 0, d’apres le théoreme de Cauchy. En
paramétrant les 4 “morceaux” de 8K5 R, cela s’écrit

it

R it ™ ez’Re” ) —€ pit T gice )
0 = J — dt + f _ iRe™dt + J —dt — f —jee'tdt
e t 0 Re’t -R t 0 EGZt

R it T bt R it T it
= J dtﬂf et dt—f dt—if e dt .
€ t 0 € t 0

Autrement dit :

R T T
sint i i
(3.1) QiJ —dt = —i f e dt 44 f et .
e t Jo 0 .

—
Ir I.

Examinons maintenant le comportement de I. quand ¢ — 0 et de Ig quand R — co.
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Pour t € [0, 7] fixé, =€ tend vers 1 quand £ — 0. De plus, on a

.t
ice’
e

_ ‘ezacost—asmt’ _ e—asmt <1
pour tout € > 0 et pour tout ¢t € [0, 7], car sint > 0 sur [0, 7]. D’apres le théoreme de
convergence dominée, on en déduit

T

limIng dt = .
e—0 0

_— . ) o
D’autre part, on a [Ig| < {7 et gt = $o e~ ftsint gt ot limp_,q e 50 = 0 pour

—Rsin

tout ¢ €]0,7[ car sint > 0 sur ]0,7[. Comme |e | <1 pour tout R et pour tout
t € [0, 7], on en déduit (& nouveau par convergence dominée)
lim Irp =0.
R—o0 R
Au total, on voit que le membre de droite de (3.1) tend vers —i x 0+im = im quand
e — 0 et R — o0. Donc le membre de gauche tend également vers 7 : autrement dit,
1= SSO s‘?t dt existe en tant qu’intégrale généralisée et on a 2i I = iw. D’ou finalement
f sint , _ T
o t 2
Ezercice 1. Montrer que I tend vers m quand € — 0 sans utiliser le théoreme de
convergence dominée.

Ezercice 2. En utilisant la concavité de la fonction sinus sur [0, 7/2], montrer qu’on
asint > %t pour tout ¢ € [0, 5], et en déduire I'inégalité

Jﬂ— efRsintdt < s .
0 R
FExercice 3. Montrer que pour tout N € N, on a

(N+1)7T int N D)
f mdt > Z \g X
n=0

0 t

1

8 (n+ 1)’

| N

et en déduire que l'intégrale I n’est pas absolument convergente.

3.3. La “formule de Cauchy”. Le théoréme suivant est le résultat le plus im-
portant de toute la théorie des fonctions holomorphes.

THEOREME 3.4. (formule de Cauchy)
Soit Q un ouvert de C, et soit f € H(Q2). Si K < Q est un domaine élémentaire,
alors

Vaef(:f(a)zi (2) dz.
2im Jog 2 —a

Démonstration. Fixons un domaine élémentaire K < () et un point a € K. Fixons
également gy > 0 tel que D(a, ) K.

Pour ¢ vérifiant 0 < ¢ < eg, posons K. = K\D(a,¢). En faisant un dessin, on
voit que K. est un domaine élémentaire, avec 0K, = 0K u dD(a,¢). De plus, si on
veut calculer une intégrale curviligne sur 0K, il faut orienter dD(a,c) dans le sens
anti-trigonométrique.

Pour z € Q\{a}, posons
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La fonction g est holomorphe sur 'ouvert Q\{a}, qui contient le domaine élémentaire
K., pour tout € €]0,ep]. D’apres le théoréme de Cauchy, on a donc SaKg g(z)dz =0,
ce qui s’écrit (compte tenu de l'orientation)

(3.2) ) 4, LD( | C—

oK Z—Q z—a

En paramétrant le cercle 0D(a,€) par y(t) = a + e, on obtient

27 it )
J f(_z) dz = f(L;e)iae” dt
dD(ae) # — Q@ 0 ge
21
= i fla+eet)dt.
0

Comme f(a + ce®) tend vers f(a) quand ¢ — 0 et qu’on a de plus |f(a + ee')| <

M := sup{|f(2)]; 2 € D(a,e0)} pour tout ¢ €]0,50], on en déduit (par convergence
dominée)
f(2) (7T

lim dz =1 fla)dt = 2iw f(a);
€20 JoD(ae) 2 — @ 0 ( ) ( )
d’ott la formule de Cauchy en faisant tendre € vers 0 dans (3.2).

COROLLAIRE 3.5. Si K < C est un domaine élémentaire, alors
dz

oK Z—a

Vae K : = .

Démonstration. On applique la formule de Cauchy avec f(z) = 1. O



Chapitre 3

Propriétés des fonctions holomorphes

1. Conséquences “immédiates” de la formule de Cauchy

1.1. Les fonctions holomorphes sont C*.

PRrROPOSITION 1.1. Soit Q un ouvert de C.

(1) Toute fonction holomorphe sur § est infiniment C-dérivable sur ).

(2) Si fe HQ) et si K < Q est un domaine élémentaire, on peut “dériver sous
Uintégrale” dans la formule de Cauchy : si n € N, alors

ey MO
Vze K : f(z) LK<€_2)n+1d§.

 2im
COROLLAIRE 1.2. Si f est une fonction holomorphe, alors f' est holomorphe.

La Proposition 1.1 va découler tres facilement de la formule de Cauchy et du lemme
suivant.

LEMME 1.3. Soit v : [a,b] — C un chemin de classe C' par morceauz d’image T,
et soit ¢ : I' = C une fonction continue. On définit f : C\I' - C par la formule

)= [ 2 e
ol

Alors f est infiniment C-dérivable sur louvert V. = C\I', et on peut dériver sous
lintégrale :

VneN : fM(z) =n! f () dg .

Remarque. Par convention, la dérivée 0-ieme de f est f elle méme, et on a 0! = 1.
La formule précédente est donc bien valable pour n = 0.

Démonstration. On pourrait utiliser le théoreme de dérivation des intégrales a pa-
rametres, mais il est également instructif de donner une preuve plus “directe”.

L’ensemble V' = C\I" est bien un ouvert de C car I' est compact (et donc fermé).
Pour p € N*, on posera

[ v
fp(2) = L (€2 dg .

I1 suffit de démontrer que pour tout p € N*, la fonction f, est C-dérivable sur V' avec
fz’, = pfp+1 : on obtient alors le lemme par une récurrence immédiate.

_ Fixons p € N* et un point zp € V. Soit également r > 0 tel que D(zp,7) < V, ie.
D(zp,7)nT = .

43



44 3. PROPRIETES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

Si z € D(zp,7) < V, alors
1 1
B = fik) = [0 | et~ e
f (€ —20)" — (€ —2)°
v (€= 2)P(§ = 20)P
De plus, l'identité b? —aP = (b—a)(aP* +aP~2b+- - -+ abP~2 +bP~ 1) permet d’écrire

p(§) d€.

p—1

(E—20)" = (6= 2)P = (2 — 20) x Y (E— 2P F(E - 2)F

et donc (pour z # zp)

2 (E— 2P R(E - 2)F

fp(2) = fp(20) J k=0
= d
B C— -y PO
- fAs, ) de
Quand z tend vers zp, on voit que A(E,z) tend vers 2 X((f__zzo)éi_l = (§—z€ T De

plus, la fonctions A est continue sur I' x D(zg,r) qui est compact, donc A est bornée
sur I' x D(zp,7). D’apres le théoreme de convergence dominée, on en déduit

. fo(2) = fp(20) o(&)
lim ———~——= = —
pﬁwf

z—20 Z— 20 _ Zo)p+1 d§ = pfp+1(20)~

Ainsi, f, est C-dérivable en tout point zg € V' avec f; = pfp+1, ce qui termine la
démonstration. O

Preuve de la proposition 1.1. Fixons une fonction f € H (Q)
(1) Soit zp € Q quelconque, et choisissons r > 0 tel que D(zp,r) < . D’apres la
formule de Cauchy, on a

Vz e D(zg,7) : f(z)zlf &dﬁ.
2im 0D(zo,r) §—z
D’apres le lemme, on en déduit que f est infiniment C-dérivable sur D(zp, ), donc au
voisinage de zg. Ceci étant vrai pour tout zg € 2, cela prouve (1).
(2) Soit K < © un domaine élémentaire, et soit (71, ...,yny) un paramétrage ad-
missible de 0K . D’apres la formule de Cauchy, on a

Vze K : f(z2) = ! /() 2m2

2% aK{—z ,Yjﬁ—z

D’apres le lemme, on peut dériver sous chaque intégrale Sv-’ et on en déduit que si
J

zel%etneN alors

N
£ 5LZ f O g [ SO g

(€—2) 2im Jor (& —2)" !
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1.2. Formules de la moyenne. Le résultat suivant est un cas tres particulier de
la formule de Cauchy, mais il est suffisamment important pour étre énoncé séparément.

PROPOSITION 1.4. (formule de la moyenne pour les cercles) B
Si f est une fonction holomorphe au voisinage d’un disque fermé D(a, R), alors

1 27

fla) = o ) f(a+ Re'6)df.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule de Cauchy pour le disque D(a, R),
en paramétrant le cercle dD(a, R) par z = a + Re
1
fla) = T 4.

2 Jop(a,r) 7 — @

27 6 )
B D (G Oy
2im Jo (a+ Re?) —a
1 (2% f(a+ Re?)

= — I P Re?dp.
21 Jo Re' ¢

COROLLAIRE 1.5. (formule de la moyenne pour les disques)
Si f est une fonction holomorphe au voisinage d’un disque D(a, R), alors

f(a) 1f f(z,y) dedy.

- TR? D(a,R)

Démonstration. En intégrant en coordonnées polaires et en utilisant la formule de
la moyenne pour les cercles, on obtient

J f(z,y) dzedy
D(a,R)

I

27 rR )
f f fla+ re’e) rdrdf
o Jo

R 27 )
f ( f(a+re®) d0> rdr

0 0
R
= f 27 f(a) rdr
0
— 7R%*f(a).
O
1.3. Une remarque utile. La formule de Cauchy
1
Vze D(a,R) : f(z) = ) d¢

2T Jopar) £ — 2
et la formule de la moyenne

f(a)

1 2m 0
= — a+ Re")df

5 | ot )
ont été établies pour une fonction f holomorphe au voisinage du disque fermé D(a, R).
En fait, un résultat un peu plus général est vrai :

REMARQUE 1.6. La formule de Cauchy et la formule de la moyenne sont valables
pour toute fonction f : D(a,R) — C continue sur D(a, R) et holomorphe dans le
disque ouvert D(a, R).
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Démonstration. 11 suffit de prouver la formule de Cauchy car la formule de la
moyenne correspond au cas particulier z = a (cf la preuve de la proposition 1.4).
Si z € D(a, R) et sir vérifie [z —a| <7 < R, alors f est holomorphe au voisinage
du disque fermé D(a,r) et z € D(a,r), donc
1 f(&
f2) = - € e,

2um 0D(a,r) §—z

En utilisant la continuité de f sur D(a, R), il n’est alors pas difficile de montrer qu’on
peut faire tendre r vers R dans cette formule pour obtenir le résultat souhaité. Les
détails sont laissés en exercice. g

2. Holomorphie et analyticité

On a vu au chapitre 1 que la somme d’une série entiere est une fonction holomorphe
dans le disque ouvert ou elle est naturellement définie. Le théoreme suivant montre que
la réciproque est vraie : toute fonction holomorphe dans un disque est la somme d’une
série entiere. Il s’agit évidemment d’un résultat trés important.

THEOREME 2.1. Si f est une fonction holomorphe dans un disque ouvert D de
centre a,alors f est “développable en série entiere” dans D : on a

© n)(g
)= N D gy

oy n:

pour tout z € D, ou la série converge normalement sur tout compact de D.

Démonstration. Notons R le rayon de D, fixons un point z € D = D(a, R), et
choisissons r tel que |z — a| < r < R. D’apres la formule de Cauchy, on a

_ 1 f©)
f(Z) B % LD(G,T) E @

De plus, si £ € dD(a,r) alors

1 1
§—z €—a)=(2-0q)

_Iz al

et on a |2

< 1. On peut donc écrire

1 B S (z—a
g_a B Zn_0< >

—a

ou la série converge normalement sur dD(a,r).
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En revenant a la formule de Cauchy, on en déduit
1 & (z—a)"
o 20 e g J(€) ) d€
LD(Q,T) <2Z7T nz_lo (§ - a)n+ (

w1 G o
- nZ (2” J;}D(a,r) (€ —a)nt! df) ( )",

=0

f(2)

ou l'interversion de la somme infinie et de l'intégrale est justifiée par la convergence

f(©) ™ (a)

normale de la série sur dD(a,r). Comme % SaD(a r) Wdf = +—3~ pour tout

n!

n € N (d’apres la formule de Cauchy dérivée n fois), on obtient donc bien le résultat
souhaité :

D p(n)(y
Fy =3 L@ gy

Enfin, La convergence normale de la série sur tout compact de D(a, R) est claire,

car il s’agit d’une série entiere en (z — a) qui converge en tout point de D(a, R), donc
de rayon de convergence au moins égal a R.

]
COROLLAIRE 2.2. Soit Q un ouvert de C. Si f € H(QQ), alors f est développable en

série entiere dans tout disque ouvert D < €.

On peut donc boucler une boucle débutée au chapitre 2 :

COROLLAIRE 2.3. Toute fonction holomorphe est C-analytique, et par conséquent
“holomorphe” <= “C-analytique” .

. . . ’ . _ 1

Ezercice. Soit f la fonction définie par f(z) = z—5.—-

(a) Déterminer le plus grand disque D(0, R) sur lequel f est holomorphe.

(b) Décomposer f(z) en éléments simples, puis déterminer le développement en

série entiere de f dans le disque D(0, R).

La proposition suivante donne plusieurs formules pour les coefficients d’un développement

en série entieére.

PROPOSITION 2.4. (calcul des coefficients d'un DSE)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque ouvert D = D(a, R), et écrivons

f(2) = X0 enl(z —a)".

(n)
(1) Onac, = fT,(a) pour tout n € N.
(2) On a aussi
_ L MO
" 2im 0D(a,r) (§ - a)n+1
pour nimporte quel r tel que 0 < r < R.
(3) Pour 0 < r < R, notons f, : [0,2r] — C la fonction continue 27-périodique
définie par f.(t) = f(a + re), et notons f.(n) ses coefficients de Fourier :

dg

1 27 27

VneZ : ﬁ(n) — fr(t)e Mdt = o ),

=5 . fla+retye ™qt.
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Awvec ces notations, on a
sin <0
r" sin>=0
ﬁ(a R), alors les formules de (2) et (3) sont

(4) Si f est de plus continue sur
encore valables pour r = R.

Démonstration. La partie (1) est comprise dans ’énoncé du théoreme 2.1, et (2) a
été vu dans le cours de la preuve de ce théoreme.

Pour démontrer (3), on peut partir de la formule de (2), qui a un sens pour tout
entier n € Z, et paramétrer le cercle dD(a,r) : on obtient

1 f(&) _ 1 JQ’T fla+re™)
2im Jop(ary (€ — a)ntl = 24 ((a + reit) — a)ntt iretdt
21 it
2 Jo rn

= r—nﬁ (n) ’

pour tout n € Z. D’apres (2), on a donc ﬁ»( ) =cpr™ sin = 0; et pour n < 0, on

voit que f,(n) = 0 car §,p, 0 Sk d6 = §yp,, FE)(E — a) "1 dg = 0 daprés le
théoréme de Cauchy (la fonction & +— f(£)(€ —a)~™! est holomorphe au voisinage de
D(a,r) car —n — 1 est un entier positif).

On peut aussi obtenir (3) de la fagon suivante, peut-étre plus naturelle. Par définition
de g, et comme f(2) = Y. ck(z —a)k, on a

en((a+ reit) —a)"

18

fr(t) =

0

S
Il

rkezkt

[
MS

Ck
k

Il
o

ou la série converge normalement sur R. On en déduit que pour tout n € Z, on a
~ 1 (27 (& ) .
fr(n) = o Z cprtettte=mt | qt
7r

21
_ Z Ck’rk <2f eZ(k_n)tdt> .
k=0 T Jo

(L’interversion de l'intégrale et de la somme infinie est justifiée par la convergence
normale de la série sur [0,27]). De plus, un calcul immédiat montre que pour m € Z,
I'intégrale Sgﬁ et dt vaut 0 si m # 0 et 27 si m = 0. Par conséquent, dans la somme
précédente tous les termes sont nuls sauf éventuellement celui correspondant a k = n
(ce qui suppose n = 0), qui est égal & ¢,,r™. D’ou (3).

La preuve de (4) est laissée en exercice : il suffit d’observer que si f est continue
sur D(a, R), alors SaD (ar) (5 n+1 d¢ et fr( ) dépendent contintment de r € [0, R], et
de faire tendre r vers R dans (2) et (3). O
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COROLLAIRE 2.5. Si f est holomorphe sur D(a, R), f(z) = >0 cn(z — a)", alors

0 1 2 )
Vr <R : 2 len |2 2t = %J |f(a + re't)|? dt,
0

n=0
et cette formule est encore valable pour v = R si f est de plus continue sur D(a, R).

Démonstration. Cela découle de (3) (et (4)) et de la formule de Parseval ap-
pliquée a la fonction f, : on a

Lo it (2 io N 2
o= | Ifr(e)]7dt = [fr(n)]7,
27 0 ne—oo
ce qui est exactement l'identité voulue. U

3. Zéros des fonctions holomorphes

NOTATION 3.1. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Q < C, on pose

Z(f) ={aeQ; f(a) =0}.
On dit que Z(f) est l’ensemble des zéros de la fonction f.

3.1. Factorisation. On sait que si P est un polynome a coeflicients complexes et
si a est une racine de P, alors on peut factoriser P(z) sous la forme P(z) = (z—a)PQ(z),
oup =1 et @ est un polyndme tel que Q(a) # 0. Le théoreme suivant généralise cette
propriété algébrique a toutes les fonctions holomorphes.

THEOREME 3.2. (théoréme de factorisation)
Soit Q un ouvert connexe de C et soit f € H(2) non identiquement nulle.
Pour tout point a € Z(f), il existe un entier p =1 et une fonction g : Q — C tels que

(i) Vz2eQ = f(z) = (z = a)Py(2) ;
(ii) g est holomorphe et g(a) # 0.
L’entier p et la fonction g sont déterminés de maniére unique par (i) et (ii). On dit

que p est la multiplicité de a comme zéro de f.

Pour la preuve du théoréeme, on aura besoin du lemme suivant.

LEMME 3.3. Soit f € H(Q) et soit A= {aeQ; YneN : f"(a) =0}. Alors A

est a la fois ouvert et fermé dans 2.

Démonstration. Comme toutes les fonctions f(”) sont continues, il est clair que
A=, Z(f™) est un fermé de Q.

Soit a € A quelconque. Comme a € §2, on peut choisir > 0 tel que D(a,r) < Q;
et comme f est holomorphe, on a alors

() (q

n

a0
Vze D(a,r) : f(z) = Z z—a)".

n=0
Comme f(™ (a) = 0 pour tout n (puisque a € A), on voit ainsi que f est identiquement
nulle sur le disque ouvert D(a,r), et donc f™ = 0 sur D(a,r) pour tout n € N.
Autrement dit, D(a,r) est contenu dans A. Comme a est un point quelconque de A,

cela prouve que A est un ouvert de 2.
O
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COROLLAIRE 3.4. Si §) est conneze et si f € H(Q2) nest pas identiquement nulle
alors, pour tout point a € §, il existe un entier n tel que f(") (a) # 0.

Démonstration. Par connexité, 'ensemble A est soit vide soit égal a 2. Comme
f n’est pas identiquement nulle, on a A # ; donc A = ¢, ce qui est la conclusion
souhaitée. O

Remarque. On sait bien que ce dernier résultat n’est pas valable pour les fonctions
d’une variable réelle. Par exemple, la fonction f : R — R déﬁnie par f(z) := e'/* pour
x> 0et f(x):= 0 pour z < 0 est de classe C* et vérifie f(™)(0) = 0 pour tout n € N,
mais elle n’est pas identiquement nulle.

Preuve du théoréme de factorisation. Fixons a € Z(f).

Montrons d’abord l'existence de I'entier p et de la fonction g. Par le lemme (et son
corollaire), on peut poser

p=min{neN; f(a) £ 0}.
Alors p = 1 car f(O(a) = f(a) = 0; et par définition de p, on a f®)(a) # 0 et

fla) = = /o D(a) =0
Choisissons > 0 tel que D(a,r) < Q. Si z € D(a, ), alors
) = 2@ 2 ayr
- f(t;(a) (z —a)"
— ap 3 g
~ - ,i 00 (o

- AN (p+k)
La série entiere ) JC(TIC)(?)(

— a)* (série entiere en z — a) converge en tout
point z € D(a,r), donc la fonction

O p+k

Z p+l<: z—a)k

k=0
est bien définie et holomorphe sur D(a,r). Par définition, on a §(a) = £ w (a) # 0, et
f(z) = (z = a)"§(2)

pour tout z € D(a,r).
Définissons alors une fonction g : 0 — C par

g<z>={gf<<f>) oo

Goap SLZ #a

La fonction g est visiblement holomorphe sur Q\{a}, et elle l'est également au
voisinage de a car g = g sur z € D(a,r). Donc g est holomorphe sur €. De plus, on a
g(a) =g(a) # 0 et f(z) = (2 —a)Pg(z) pour tout z € ) par définition de g.
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Pour démontrer I'unicité, supposons que (p1, g1) et (p2, g2) vérifient (i) et (ii). Alors

(3.1) (z—a)”' g1(2) = f(2) = (z — a)g2(2)

pour tout z € Q. Si p; # pa, on a par exemple p; < pa et donc g1(z) = (z—a)P2 P gy(z2).
En particulier, on obtient gi(a) = 0, ce qui est exclu. Donc p; = p2. On en déduit
g1(z) = g¢2(z) pour z # a en divisant par (z — a)’* = (z — a)P? dans (3.1), donc
également ¢1(a) = g2(a) par continuité, et ainsi g1 = go. O

REMARQUE. La preuve du théoreme a établi que la multiplicité de a comme zéro
de f est le plus petit entier n tel que £ (a) # 0.

3.2. Le principe des zéros isolés. Le résultat suivant est une conséquence
immédiate du théoreme de factorisation.

THEOREME 3.5. (principe des zéros isolés)

Soit Q un ouvert connexe de C. Si f € H(QQ) n'est pas identiquement nulle, alors
tous les zéros de f sant isolés : pour tout a € Z(f), on peut trouver un voisinage
owvert V' de a tel que f n’a pas d’autre zéro que a dans V.

Démonstration. Soit a € Z(f), et écrivons f(z) = (z — a)Pg(z) comme dans le
théoreme de factorisation. Comme g(a) # 0 et comme g est continue au point a, on
peut trouver un voisinage ouvert V de a tel que g(z) # 0 pour tout z € V. Alors
f(2) # 0 pour tout z € V différent de a, donc le voisinage V' convient. O

Exemple. Si f(z) = cosz, alors Z(f) = {5 + km; k € Z} : on voit bien que les zéros
de f sont isolés!

RAPPEL. Soit A < C, et soit w € C. On dit que w est un point d’accumulation
de A si tout voisinage de w contient une infinité de points de A.

Ezercice 1. Montrer que w est un point d’accumulation de A si et seulement si il
existe une suite (ay) de points de A telle que a,, - w et a, # w pour tout n € N

FEzercice 2. Montrer que tout point d’accumulation de A appartient a A, et que
tout point w € A\A est un point d’accumulation de A.

Exemples.
(1) L’ensemble A = {%, n € N*} possede 1 point d’accumulation, & savoir w = 0.

(2) Si W est un ouvert de C, alors tout point de W est un point d’accumulation
de W.

(3) Si I est un segment nontrivial de C, alors tout point de I est un point d’ac-
cumulation de I.

COROLLAIRE 3.6. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouwvert connexe Q) < C, alors Z(f) ne posséde pas de points d’accumulation dans Q.

Démonstration. C’est évident par le principe des zéros isolés. ]

Remarque. En revanche, Z(f) peut posseder des points d’accumulation en dehors
de Q. Par exemple, f(z) = sin(1/z) est holomorphe sur C* et Z(f) = {;1; n € Z*}
admet 0 comme point d’accumulation.

COROLLAIRE 3.7. (principe d’identité)
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe ) < C.
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(1) S’il existe un ensemble A < Q possédant un point d’accumulation dans Q tel
que (&) = g(&) pour tout £ € A, alors f = g.
(2) En particulier :
(i) s’l eziste un ouvert non-vide W < Q tel que f =g sur W, alors f =g ;

(ii) s%l eziste un segment nontrivial I < §) tel que f = g sur I alors f = g.
Exemple 1. Considérons la “formule d’addition”
cos(u + v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) .

On sait que cette formule est vraie pour u,v € R. Pour v € R fixé, les deux fonctions
f(v) = cos(u + v) et g(v) = cos(u)cos(v) — sin(u) sin(v) sont holomorphes sur C et
f=gsur R; donc f = g par le principe d’identité, autrement dit la formule d’addition
est vraie pour u € R et v € C quelconque. En fixant maintenant v € C et en appliquant
le méme raisonnement aux fonctions u — sin(u+wv) et u — cos(u) cos(v) —sin(u) sin(v),
on conclut que la formule d’addidtion est vraie pour u,v € C quelconques.

0 ™

Exemple 2. On sait depuis qu’on est petit qu’on alog(1—2z) = — >} " %~ pour tout

z €] —1,1[. Comme les fonctions z — log(1 — z) et z — — >, 2" sont holomorphes
o0

sur le disque D = D(0,1), on en déduit qu’'on alog(l—z) = — >, ", 2" pour tout z € D
par le principe d’identité.

COROLLAIRE 3.8. Si f est une fonction holomorphe non identiquement nulle sur
un ouvert connexe ) < C, alors

(i) Z(f) n K est fini pour tout compact K < §;
(ii) Z(f) est dénombrable.

Démonstration. (i) Soit K un compact de 2. Si Z(f) n K était infini, on pourrait
trouver une suite de points deux a deux distincts dans Z(f) n K. Par compacité, on
pourrait en extraire une sous-suite convergente, et on obtiendrait ainsi une suite (a,) <
Z(f) n K convergeant vers un point a € K, les a,, étant deux a deux distincts. Alors a
est un point d’accumulation de I’ensemble {a,; n € N}, donc un point d’accumulation
de Z(f), ce qui est impossible puisque a € Q.

La partie (ii) découle de (i) et du fait suivant, dont la preuve est laissée en exercice.

FarT. L’ouvert 2 est réunion dénombrable de compacts. Plus précisément, si on
pose K, = {z € C; |z| < n et dist (z,C\Q) > 27"}, alors les K, sont compacts et
Q= K.

En effet, en écrivant Z(f) = Uy Z(f) n K,, on voit que Z(f) est une réunion
dénombrable d’ensembles finis, donc un ensemble dénombrable.
O

Exercice. Soit €2 un ouvert connexe de C. Montrer que si f et g sont deux fonctions
holomorphes sur €2 telles que fg = 0, alors f = 0 ou g = 0. En termes algébriques, cela
signifie que H(2) est un anneau intégre.

4. Le théoréme de Liouville

4.1. Cauchy. Le résultat suivant est souvent tres utile.



4. LE THEOREME DE LIOUVILLE 53

LEMME 4.1. (inégalités de Cauchy)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque D(0,R), f(z) = >0 cnz". Pour
0 <r < R, posons M(r) =sup{|f(&)|; |{| =r}. Avec ces notations, on a

VneN : |e,|r™ < M(r).

Démonstration. C’est évident en écrivant la formule de la moyenne

1 21 ) )
cnr” = o f(re®)e ™ dt
T Jo

et en majorant le module de 'intégrale :

1 27
]cn\rnéf M(r)dt = M(r).
27T 0

4.2. Liouville.

DEFINITION 4.2. Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur C tout
entier.

THEOREME 4.3. Soit f : C — C une fonction entiére. On suppose qu’il existe des
constantes A, B et k telles que

VzeC : |f(z)| < A+ Blz*.
Alors f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a k.

Démonstration. Ecrivons f(z) = > enz™. D’apres les inégalités de Cauchy, on a

sup{[f(§)]; |¢] =7}
A+ BrF

len| " <
<

pour tout r > 0 et pour tout n € N, et donc
A B

‘Cn| < ﬁ + rn—k .

En faisant tendre r vers l'infini, on en déduit ¢, = 0 pour tout n > k; donc
f(2) = X<k n?", et f est polynomiale de degré au plus k. O

Le “théoreme de Liouville” proprement dit est le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.4. Toute fonction entiére bornée est constante.

Démonstration. On applique le théoreme avec £ = 0, A = 0 et une constante B
telle que |f(2)] < B = 0 + B|z|° pour tout z € C. La conclusion est que f est une
fonction polynomiale de degré < 0, c’est-a-dire une fonction constante. O

COROLLAIRE 4.5. Si f est une fonction entiére et si f(z) tend vers 0 quand |z| —
0, alors f = 0.

Démonstration. Comme f est continue, 'hypothese entraine que f est bornée sur
C, et donc constante par le théoréme de Liouville ; et comme f(z) — 0 quand |z| — oo,
la constante vaut 0. O
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4.3. D’Alembert-Gauss. Comme illustration du théoréme de Liouville, on va
démontrer le “théoreme fondamental de I’algebre”, qu’on appelle également “théoréme
de d’Alembert-Gauss”.

THEOREME 4.6. Si P est un polynéme non constant a coefficients complexes, alors
P posséde au moins une racine dans C.

COROLLAIRE 4.7. Tout polynéme P a coefficients complexes de degré n = 1 peut
se décomposer sous la forme P(z) = C (2 —a1)--- (2 —ay), ou C,aq,...,ap € C.

Démonstration. On sait que si « est une racine de P, alors on peut écrire P(z) =
(z — @)Q(z), ou Q est un polynome de degré n — 1. Le résultat se déduit donc du
théoréme en raisonnant par récurrence sur n = deg(P). U

Preuve du théoréme. Supposons que P ne possede aucune racine dans C. Alors

est bien défini pour tout z € C, et f est une fonction entiere. De plus, comme le
polynoéme P est non constant, on vérifie facilement que |P(z)| tend vers l'infini quand
|z| = 0. Donc f(z) tend vers 0 quand |z| — o0, et par conséquent f = 0, ce qui est
absurde puisque f ne s’annule pas. O

5. Le principe du maximum

5.1. Le résultat de base. Il existe de nombreuses versions du “principe du maxi-
mum”, valables pour diverses catégories de fonctions. Pour les fonctions holomorphes,
le rsultat de base s’énonce comme suit.

THEOREME 5.1. Soit Q un ouvert borné de C, et soit f : Q — C une fonction
continue sur ) et holomorphe dans 2.

(1) Pour tout point z € Q, on a |f(z)] < gsuals)z £ (&)].
€

(2) Si Q) est connexe et si f est non constante, alors l'inégalité précédente est
stricte : |f(2)| < sup |f(&)| pour tout z € Q.
£ed)

Démonstration. On démontre d’abord (2). Supposons donc que §2 est connexe et
que f n'est pas constante. Posons M = sup,.q |£(€)]. I suffit de montrer qu’on a

(5.1) VzeQ : |f(2)| < M.

En effet, comme € est compact (car €2 est borné) et f continue, on peut trouver &y € Q
tel que | f(&o)| = M. Si (5.1) est vraie alors nécessairement &y € 02, donc M = supyq | ]
et donc |f(z)| < supaq |f| pour tout z € Q (& nouveau grace a (5.1)). La preuve de
(5.1) repose sur le fait suivant :

FAIT. L’ensemble A = {z € Q; |f(2)| = M} est ouvert et fermé dans €.

Preuve du Fait. L’ensemble A est fermé dans ) car la fonction |f| est continue.
Pour montrer que A est ouvert, fixons zy € A. Il s’agit de trouver rg > 0 tel que
D(z9,m9) < A. On va en fait montrer que n’importe quel ¢ tel que D(zp,79) < 2
convient. Fixons un tel rg.
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D’apres la formule de la moyenne, on a pour tout r € [0,7¢] :

1 27 )
M1l = |5 [ 1o+ ety a9

1 27 )

o . |f(zo+7“ew)]d9.

En écrivant M = % gﬂ M df on en déduit

JQW(M —|f(20 —i—reie)\) dd =0.

0
La fonction de 0 apparaissant sous I'intégrale étant continue et positive par définition
de M, elle est donc identiquement nulle sur [0, 27]. Ainsi, on a |f(z +re)| = M pour
tout r € [0,79[ et pour tout 6 € [0,27], autrement dit |f(z)] = M sur D(zp,79), ou
encore D(zp,rg) < A. O

Par connexité de €2, ’ensemble A est soit vide, soit égal a 2 tout entier. Si A = 2,
alors la fonction |f| est constante sur 2. On a donc A|f|?> = 0 sur D(zp,r), et comme
Alf]? = 4]f'|* (exo0), cela montre que f est constante sur  puisque € est supposé
connexe. Par continuité, f est constante sur €2, ce qui est exclu par hypothese. On ne
peut donc pas avoir A = Q. Ainsi A = ¢F, ce qui démontre (5.1) et donc (2).

Pour démontrer (1), fixons z € Q, et notons €2, la composante connexe de 2
contenant z. Comme €2 est ouvert, on sait que €2, est un ouvert (borné) de C, et on a
0Q, < 09. Si la fonction f est constante sur €., alors | f(z)| = supaq, |f| < supaq | f]-
Si f n’est pas constante sur (1., alors |f(z)| < supyq, |f| d’apres (2) appliqué a fee
et donc |f(2)] < supgq | f]- O

Remarque. On peut aussi énoncer une version du principe du maximum en rem-
placant |f| par Re(f). La démonstration est identique, le seul point a vérifier étant
que si u = Re(f) est constante et si {2 est connexe, alors f est constante. Mais ceci est

clair car (%‘ = % (%’; + %) = %f’, et donc f/ = 0 si u est constante.

COROLLAIRE 5.2. (“principe du maximum local”)
Soit Q un ouvert connexe de C. Si f € H(Q) et si|f| posséde un mazimum local en
un point de Q, alors f est constante. En particulier, si |f| posséde un maximum sur
Q, alors [ est constante.

Démonstration. Supposons que |f| possede un maximum local en un point zg € 2.
On peut alors trouver un disque ouvert D centré en zg tel que D < Q et |f(20)| =
|£(€)] pour tout ¢ € D, donc en particulier pour tout ¢ € dD. D’apres le principe du
maximum, la fonction f est constante sur D, donc constante sur €} d’apres le principe
d’identité. ]

COROLLAIRE 5.3. (“principe du minimum local”)
Soit  un ouvert connexe de C. Si f : Q) — C est holomorphe non constante et si
|f| posséde un minimum local en un point zy € 2, alors f(zp) = 0.

Démonstration. Supposons que f(z9) # 0. Par continuité, on peut alors trouver un
disque ouvert D centré en zy tel que f ne s’annule pas sur D. La fonction g = 1/f
est bien définie et holomorphe sur D, et |g| = 1/|f| possede un maximum local en zp.
Comme D est connexe, le principe du maximum local assure que g est constante sur
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D. Ainsi, f est constante sur D, donc constante sur 2 d’apres le principe d’identité,
ce qui est exclu par hypothese.
O

Ezxercice. Démontrer le théoreme fondamental de I'algebre en utilisant le principe
du minimum local.

5.2. Un résultat plus général. Le principe du maximum n’est pas réservé aux
seules fonctions holomorphes :

THEOREME 5.4. Soit Q un ouvert borné de R", et soit u : Q — R une fonction
continue sur Q0 et de classe C*> dans Q. On suppose que le Laplacien Au est partout
> 0 dans €.

(a) Pour tout point z € 2, on a u(z) < sup u(§).
£eod
(b) Si Q est connexe et si u n'est pas constante, alors l'inégalité précédente est
stricte.

Les remarques suivantes montrent que ce résultat est plus général que le théoreme
5.1.

REMARQUE 5.5. Sin =2etsi f: Q — C est continue sur et holomorphe dans
), on peut appliquer le théoreme 5.4 & la fonction u = |f|? car Au = 4|f'|?> = 0,
et on déduit immédiatement de (a) la partie (1) du théoréme 5.1. De plus, si Q est
connexe alors u est constante si et seulement si f Uest (toujours & cause de l'identité
Au = 4|f)?), donc on retrouve la partie (2) du théoréme 5.1 en appliquant (b).

On peut aussi appliquer le théoréeme 5.4 a la fonction u = Re(f), car Au =
Qag—zz( f+f) =0.Si Q est connexe, alors u est constante si et seulement si f Iest

car % = %w = 5 f’. On obtient ainsi une version du théoreme 5.1 ou |f| est

remplacé par Re(f).

On ne démontrera le théoreme 5.4 que pour n = 2. La preuve repose sur le lemme
suivant.

LEMME 5.6. Soit Q un ouvert de C = R2, et soit u une fonction de classe C? sur Q
vérifiant Au > 0. Alors u posséde la propriété de sous-moyenne : pour tout disque
fermé D(zg,r) < £, on a

1

2m
u(zp) < %L u(zo + re'?) do.

Démonstration. Fixons un disque D(zg,70) < €, et pour r € [0, ], posons

2m

I(r) = f u(zo + re?) do.
0

Comme la fonction F(r,0) = u(zg + re??) possede une dérivée partielle %—f continue

sur [0,79] x [0,27], la fonction I est de classe C! sur [0,79] d’apres le théoreéme le plus

élémentaire sur les intégrales a parametres, et on peut dériver sous l'intégrale. Le point

clé est le fait suivant :

1
FAIT. Pour 7 >0 on a I'(r) = - f Au(z,y) dedy.
D(zo,r)
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Preuve du Fait. Ecrivons zyp = (x9,yo). En dérivant sous l'intégrale, on trouve

27
r[’(r) = f T;T[u(xo+rcos¢9,y0+rsin9)]d6
0

2m ou . ou
L [rcosﬂ(%j(l‘r(@)’yr(e)) +rsm96y(xr(6’),yr(9))} do,

ou on a posé (z,(6),x,(0)) = (zog + rcosb,yo + rsinfh). Comme v,.(0) = (z.(6),y-(0))
parametre le cercle 0D(zp,7), avec de = —rsinfdf et dy = r cos 0 df, on en déduit

r1'(r :f ——dr+ —dy.
( ) 0D(zo,r) ay o

D’apres la formule de Green-Riemann, cela s’écrit encore

’u  *u
I = — + —
" (r) JD(ZO,T) <8:1:2 " ay2) dwdy,

ce qui est le résultat annoncé. O

Par hypothése sur u, on a donc rI'(r) = 0 pour tout r > 0. Ainsi, la fonction I est
croissante sut ]0, 7], donc sur [0, 7] par continuité. En particulier, on a I(0) < I(ro),
autrement dit 27 f(z9) < S(Q)W f(z0 +10e') do.

O

REMARQUE 5.7. On dit qu'une fonction u :  — R est harmonique si elle vérifie
Au = 0. En appliquant le lemme précédent a u et & —u, on voit que si u : 2 —> R est
harmonique, alors u possede la propriété de la moyenne, i.e.

1 27 "
u(zg) = — u(zg + re*”) db
(o) = 57 | ulen + e
pour tout disque 5(&, r) < . En fait, on peut montrer que la propriété de la moyenne
caractérise les fonctions harmoniques : une fonction continue u est harmonique si et
seulement si elle vérifie la propriété de la moyenne.

Preuve du théoréme 5.4. Compte tenu du lemme 5.6, la preuve consiste a purement
et simplement recopier celle du théoréme 5.1 en remplagant partout la fonction |f| par
la fonction u. Bien entendu, il faut aussi remplacer (1) par (a) et (2) par (b). O

5.3. Deux applications. On va maintenant utiliser le principe du maximum
pour démontrer deux autres résultats importants.

THEOREME 5.8. (“théoréme de I’application ouverte”)
Soit Q un ouvert connexe de C. Si f : Q) — C est holomorphe et non constante,

alors f est une application ouverte : l'image par f de tout ouvert V < Q est un ouvert
de C.

Démonstration. Soit V' <  ouvert. Fixons a € V et posons b = f(a). On veut
montrer que f(V') est un voisinage de b; autrement dit, on cherche r > 0 tel que
D(b,r) € V, ce qui signifie que pour tout w € D(b,r), on peut trouver z € V tel que
f(z) =b.

Par hypothese, f n’est pas constante. D’apres le principe des zéros isolés appliqué
a g(z) = f(z) — b, on peut donc trouver un disque ouvert D centré en a tel que
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D < Vet f(z) # b pour tout z € D\{a}, en particulier pour tout z € dD. Alors
e := inf{|f(2)]; z € D} est strictement positif par compacité de 0D. On va montrer
que r = ¢/2 convient; et plus précisément, que pour tout wg € D(b,e/2), on peut
trouver un point zg dans D tel que f(zp) = wo.

Fixons wg € D(b,&/2) et posons g(z) = f(z) — wp. Comme D est compact, |g|
posséde un minimum sur D, atteint en un point 29. On a en particulier |g(2q)| <
lg(a)| = |f(a) —wo| = |b—wp| < €/2. D’autre part, si £ € dD alors

19O = [f(&) — wol
= |f(&) — bl — [b— w
> e—¢/2=¢/2.

On en déduit que zy ¢ 0D, i.e. zg € D. Comme D est ouvert et |g(zo)| < |g(2)| pour
tout z € D, cela montre que g possede un minimum local en zy. D’apres le corollaire
5.3, on a donc g(zp) = 0, autrement dit f(zp) = wp. O

THEOREME 5.9. (“lemme de Schwarz”)
Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D = {z € C; |z| < 1}. On suppose
qu’on a f(0) =0 et |f(2)| <1 pour tout z € D.

(1) On a|f(2)| < |2| pour tout z€ D, et |f'(0)| < 1.

(2) Sl existe un point a # 0 tel que |f(a)| = |a|, ou si |f'(0)] = 0, alors f est
une rotation : f(z) = Xz, pour un certain A € C de module 1.

Démonstration. Comme f(0) = 0, on peut écrire f(z ) = zg( ), pour une certaine
fonction g holomorphe sur D. On a de plus ¢g(0) = hmz_,g f’( ). Fixons z € D. Si
r vérifie |z| <7 < 1 et si £ e dD(0,r), alors |g(€)| = \SI |f( )| 1 puisque |f(§)] < 1.

D’apres le principe du maximum, on a donc [g(z)] <
d’ou |g(2)| < 1 en faisant tendre r vers 1. Ainsi, |f(z)
et |£/(0)] = [9(0)] < 1.

Si |f(a)| = |a| pour un certain a # 0, alors |g(a)] = 1; et si [f/(0)] = 1 alors
|g(0)| = 1. Dans les deux cas |g| admet un maximum (global) dans le disque D, donc g
est constante d’apres le principe du maximum. On a ainsi |g(z)| = A, ou la constante A

est de module 1 puisque |g| atteint la valeur 1. Donc f(z) = Az et f est une rotation.
O

pour tout r tel que |z| <r < 1,

1
T
| = |zg(2)| < |z| pour tout z € ]D,

6. Séries de Laurent

On a vu que toute fonction holomorphe dans un disque D(a, R) se développe en
série entiere dans ce disque, c’est a dire en série de puissances positives de (z — a).
On va maintenant démontrer un résultat analogue pour une fonction holomorphe dans
une couronne centrée en a, c’est a dire un ensemble du type

C(a,r,R) ={z€C; r <|z—a|l <R},

ou 0 < r < R < w. Remarquons que les valeurs »r = 0 et R = o0 sont autorisées.
Sir = 0, alors C(a,0,R) est le “disque épointé D(a, R)\{a}; et si R = oo, alors
C(a, ) = {2 €C; |z — a| > r}. En particulier, C(a,0,0) = C\{a}.

THEOREME 6.1. Si f est une fonction holomorphe dans une couronne C(a,r, R),
il existe une unique suite de coefficients (cp)nez telle que :
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(a) la série ST (z) = D},2qcn(z —a)" converge pour tout z vérifiant |z —a| < R et
la série S™(z) = >, -0 cn(z — @)™ converge pour tout z vérifiant |z —a| > r;
(b) pour tout z € C(a,r, R),
+00

f(z) = Z en(z—a)".

n=—0u

De plus, la série ST (z) converge normalement sur tout disque {|z —a| < p}, p< R et
la série S™(z) converge normalement sur tout ensemble du type {|z —a| = p}, p > 7.
On dit que les ¢y, sont les coefficients de Laurent de f pour la couronne C(a,r, R),
et que la série Y, c,(z —a)™ est la série de Laurent de f pour la couronne C(a,r, R).

Remarque. Si f se trouve étre en fait holomorphe dans le disque D(a, R), alors (par
unicité des coefficients) son développement de Laurent dans la couronne D(a, R)\{a}
coincide avec son développement en série entiere dans D(a, R). Autrement dit, on a

(n) .
cn=0pourn<Oetcn=fT!(a)51n>0.

La preuve du théoreme 6 utilise le lemme suivant.

LEMME 6.2. Soit f une fonction holomorphe dans la couronne C(a,r, R). Pour
neZ etr <p<R, posons

1 £(€)
2im Jop(a,p) (§ — @)t

Alors cn(p) ne dépend pas de p.

cn(p) dé .

Démonstration. Sir < p; < pa < R, alors la fonction & — % est holomorphe
au voisinage de la couronne fermée K = C(a, p1, p2). D’aprés le théoréme de Cauchy,

on a donc Sa K % d¢ = 0, autrement dit

f€) f€)
_ IS e _ IS
LD(a,pg) (5 - a)nJrl 5 LD(a,pl) (5 - a)nJrl

et donc ¢, (p2) = cn(p1).

d¢ =0,

0

Preuve du théoréme 6.1. (i) Soit (¢y,)nez la suite de coefficients définie par le lemme
précédent, ¢, = ¢, (p) pour n'importe quel p € ]r, R[. On va montrer que la suite (c;,)
vérifie (a) et (b), ce qui prouvera la partie “existence” du théoreme.

Fixons z € C(a,r, R) et choisissons p; et py tels que r < p; < |z —al < p2 < R.
D’apres la formule de Cauchy appliquée au point z et a la couronne fermée K =
C(a, p1,p2), on a

1 f(€)
M= S e a
1 f(6) 1 f(6)
- dé — — d
27 Jop(a,pe) (€ — @) 7 Sin oD(apm) (6§ —a) ¢
= FT(2)—-F (2).

La suite de la preuve consiste & développer F'*(2) en série de puissances positives
de z — a et F~(z) en série de puissances négatives de z — a, exactement comme dans
la démonstration du théoreme 2.1.
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Si £ € dD(a, p1), i.e. | —a| = p1, on écrit

G (N N (S
N e R =)

Comme

a| < 1, on en déduit

- 195 ()

(e )T

ou la série converge normalement par rapport a £ € 0D(a, p1). Par conséquent :

—1
F(2) 1 Z : 1 f(€) dé

2im dD(a,p1) pe—oo \F a)n (f - a)n+1

Il
|
¢ M
“——w

_ O ) e
Z <2m LD(MI) (€ — )+ df) ( )"

olt I'interversion des signes >’ et { est justifiée par la convergence normale de la série.
Par définition des coefficients ¢,,, cela s’écrit encore

-1

(6.1) F(z)=— Z cn (z—a)".

n=—00
Remarquons que la seule propriété de z utilisée pour établir la convergence de la
série >, _ocn(z — a)” est qu’il existe p1 > 7 tel que |Zp_1a| < 1; autrement dit que
|z —a| > r. Par conséquent, cette série converge pour tout z vérifiant |z — a| > r.
Pour £ € dD(a, p2) on écrit cette fois

fe f(©)
£—z (€—a)— (2~
1 f(
(&)

(z=a)"

. (Eay - ce qui est possible puisque

£)

L/‘I‘r

1 Apio - 1

et on développe —  — en série : ——— =
() (1)

_ a
§—a §—a

M8

_ lz=q|

< 1. Le méme calcul que plus haut donne alors

z—a
£—a

(6.2) Z (z—a)"

ou la série converge en fait pour tout z vérifiant |z — a| < R.
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En combinant (6.2) et (6.1), on obtient donc finalement

400

f2)= ) ealz—a)™

n=—0o

(ii) La convergence normale des deux séries ST (z) et S™(z) est claire, car ce sont
des séries entieres en u = z —a et v = ﬁ respectivement, qui convergent en tout
point des disques {|u| < R} et {|v| < 1/r}.

(iii) Montrons maintenant 'unicité. Supposons qu’on puisse écrire

+00
f(Z) = Z dk(z _a)kv
k=—0o0

ou la série Y, di(z — a)* converge pour |z —a| < R et la série > _od(z — a)*

converge pour |z —a| > 7. Si r < p < R alors les deux séries convergent normalement
sur le cercle {|z — a| = p} car ce sont des séries entieres en u = z —a et v = -1 qui
convergent pour |u| < R et |v] < 1/r. On peut donc écrire, pour tout n € Z :

1 f(2)

N 2y
“n 2im Jop(a,p) (2 — a)ntl i
+a0
1
= Z dp, X — (z — a)kfnf1 dz.
ot 2im JoD(a,p)

: _ 1 +1y _
De plus, sip € Z et p # —1 alors SaD(mp) (z—a)Pde = ;17 SaD(a’p) d((z—a)Pt) = (C)l car
u
du
2im. Dans la somme précédente, tous les termes sont donc nuls sauf celui correspondant
ak—n—1=-1(ie. k=mn) qui vaut d, x 5

0D(a, p) est une courbe fermée; et si p = —1 alors S@D(a p)(z —a)ldz = SaD(o »)

% x 2im = d,. On a donc d,, = ¢, pour

tout n € Z, ce qui termine la démonstration. O

COROLLAIRE 6.3. (décomposition de Laurent)
Si f est une fonction holomorphe dans une couronne C = C(a,r, R), alors il existe une
fonction f* holomorphe dans D(a, R) et une fonction f~ holomorphe dans C\D(a,r)
vérifiant lim, o, f~(2) = 0, telles que f = f* — f~ dans C. De plus, une telle
décomposition est unique.

Démonstration. Pour l'existence, il suffit de poser f¥(z) = Y7 cn(z — @)™ et

_ —1 N .
f7(z2) = =X ", ca(z —a)", ou les ¢, sont les coefficients de Laurent de f dans la
couronne C. Comme la série >, _,cn(z —a)” est une série entiere en v = Zia sans

terme constant, on a bien lim,|_,, f~(2) = limy—0 f~(1/v) = 0.

Pour I'unicité, supposons qu’on ait deux couples (f;", fi ) et (f5, fo ) vérifiant les
propriétés requises. Alors ¢~ = f; — f5 est holomorphe dans C\D(a,r) et coincide
dans C(a,r, R) avec ¢7 = fI” — f5, qui est holomorphe dans D(a, R). On peut donc
définir sans ambiguité une fonction entiére ¢ en posant ¢(z) = ¢~ (z) si |z —a| > r
et ¢(z) = ¢*(2) si |z —a|] < R. De plus, f; et f, tendent vers 0 a 'infini, donc ¢
également. D’apres le théoreme de Liouville, ¢ est identiquement nulle, donc f;” = f5
et fi" = f5. O

PROPOSITION 6.4. (Calcul des coefficients de Laurent)
Soit f une fonction holomorphe dans une couronne C = C(a,r, R), et notons ¢, ses
coefficients de Laurent pour la couronne C.
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(1) Les coefficients ¢, sont donnés par la formule

_ b O
" 2im 0D(a,p) (5 - a)n+1

pour n'importe quel p tel que r < p < R.

dg

(2) Pourp e]r, R[, notons f, : R — C la fonction (continue) 2m-périodique définie
par f,(0) = f(a + pe?). Pour tout n€ Z, on a
27
n n 1 0y ,—ind
cnp” = fo(n) = — fla+ pe?)e""do .
um 0
Démonstration. (1) a été vu dans la démonstration du théoreme 6.1.
Pour (2), une preuve consiste & écrire f,(0) = Y77 cppF e*? et & calculer f,(n)
en intégrant terme a terme. (Détails laissés en exercie). On peut aussi calculer ¢, en
paramétrant le cercle dD(a, p) par z = a + pe'? : cela donne

2 0
cn = 1J f(a+pe ) zpewdH
2im Jy  ((a+ pet?) — a)ntl
pfn 2T ) )
= — f(a+ pe?ye=™0dp.
2 0

0

Remarque. Pour déterminer un développement en série de Laurent dans une cou-
ronne centrée en a, une stratégie souvent efficace est la suivante : on exprime tout en
fonction de u = z — a et on essaye de se ramener a des expressions du type ﬁ avec

1
lcu] < 1 ou (/) avec le/u| < 1.

1

Cherchons par exemple les développements en série de Laurent de f(z) = 7

dans les couronnes Cy = {0 < |z — 2| <4} et C_y = {0 < |z + 2| < 4}.
Pour z € (5, on écrit

1 1 |
IO =96y ~ 292 1722
1 1
T A2 (142

_ ;x & IENY S k
 4(2-2) g; 2 (4 >
0 (_1)n+1

= 2 e M

n=—1

Pour z € C_9, le raisonnement est analogue et les détails laissés en exercice.
APPLICATION. Singularités “éliminables”.

Comme illustration de 'existence du développement de Laurent, on va démontrer
Pimportant résultat suivant. (On parlera plus en détails des “singularités isolées” d’une
fonction holomorphe dans la prochaine section).

PROPOSITION 6.5. Soit Q un ouvert de C, soit a € Q € C, et soit f une fonction
holomorphe sur Q\{a}. On suppose que f est bornée au voisinage de a. Alors f se
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prolonge en une fonction holomorphe sur 2. On dit que le point a est une singularité
éliminable pour f.

Démonstration. Choisissons r > 0 et une constante M tels que D(a,r) < § et
|f(2)| < M pour tout z € D(a,r)\{a}. D’apres le théoreme 6.1, on peut développer la
fonction f en série de Laurent dans la couronne D(a,r)\{a} ={0 < |z —a| <r}:

+o0

fe)= Y elz—ar.

n=—ow
On sait que pour tout p €]0,7[, on a c,p" = % Séw fla+pe®)e=9dh . Comme de plus
a+ pe?)| < M sur [0,27], on a donc 2T £(a + petf) e~ qdg| < 27 M, et par suite

p o p

lenl < M p™"

pour tout n € Z. Sin < 0, on en déduit |c,| < 0 en faisant tendre p vers 0. Ainsi, on a
¢n = 0 pour tout n < 0. Par conséquent :

Fz) = Y en(z —a)"
n=0

pour tout z € D(a,r)\{a}. La série entiere }, _cn(z —a)" converge en tout point de
D(a,r)\{a}, et aussi bien stir pour z = a; elle définit donc une fonction holomorphe
g : D(a,r) — C qui coincide avec f sur D(a,r)\{a} par définition. Si maintenant on
pose f(a) = g(a) et f(z) = f(2) pour z # a, alors f est holomorphe sur ON\{a} et
aussi au voisinage de a car f = g sur D(a,r). Donc f € H(Q), et f prolonge f par
définition. O

COROLLAIRE 6.6. Soit Q un ouvert de C, et soit a € Q0. Si f : Q — C est une
fonction continue sur Q et holomorphe sur Q\{a}, alors f est holomorphe sur ().

Démonstration. Par continuité, f est bornée au voisinage de a, donc a est une
singularité éliminable pour fio\ (4} Il existe ainsi une fonction f holomorphe sur 2 qui
coincide avec f sur Q\{a}. Par continuité, on a aussi f(a) = f(a), donc f = f et par
suite f est holomorphe sur 2. O

7. Singularités; fonctions méromorphes

7.1. Classification des singularités. Dans ce qui suit, on appellera voisinage
épointé d’'un point a € C un ensemble du type W\{a}, o W est un voisinage ouvert
de a. Par exemple, un disque épointé D(a, R)\{a} = {0 < |z —a|] < R} est un voisinage
épointé de a.

DEFINITION 7.1. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe dans un voisinage
épointé de a.
(1) On dit que le point a est une singularité éliminable pour f s’il existe un
voisinage ouvert V. de a et une fonction f holomorphe sur V tels que f(z) =
f(2) pour tout z € V\{a}.

(2) Soit p un entier = 1. On dit que a est un péle de multiplicité p pour f si on
u(z)

peut écrire f(z) = o)
et v est holomorphe au voisinage de a avec un zéro de multiplicité p en a.

ot u est holomorphe au voisinage de a avec u(a) # 0,
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(3) On dit que a est une singularité essentielle pour f si a n’est ni une singu-
larité éliminable, ni un pole pour f.

REMARQUES.

(i) Si a est une singularité éliminable pour f, alors la fonction f est bornée au
voisinage de a.

(ii) Le point a est un podle de multiplicité p pour f si et seulement si on peut

écrire f(z) = (g (Z))p au voisinage de a, ot ¢ est holomorphe au voisinage de a

et g(a) # 0.

(iii) Si a est un pole de multiplicité p, alors il existe une constante ¢ # 0 telle
que f(z) ~ ﬁ au voisinage de a. En particulier, a ne peut pas étre un
pole de multiplicité p’ # p (de sorte qu’on peut parler de p comme étant la
multiplicité de a comme pole de f), et |f(z)| tend vers I'infini quand z — a.

(iv) La définition d’une singularité éliminable est locale, mais elle peut se “glo-
baliser” : si f est holomorphe sur W\{a}, o W est un voisinage ouvert de a,
et si a est une singularité éliminable pour f, alors f se prolonge de maniere
unique en une fonction holomorphe sur W tout entier.

Démonstration. La partie (i) est évidente.
La partie (ii) est également “évidente” par définition de la multiplicité d’un zéro :

si f(z) = 58 comme dans la définition, on écrit v(z) = (2 — a)Pvi(z) ol vy est
holomorphe au voisinage de a avec vi(a) # 0, et on pose g = v/v; (fonction bien
définie au voisinage de a puisque vi(a) # 0 et v; est continue en a) ; et inversement, si

f séerit f(z) = Zg(a)),, comme dans (2), il suffir de poser u = g et v(z) = (2 — a)P.
La partie (iii) découle de (ii) en posant ¢ = g(a).

Pour démontrer (iv), supposons que a soit une singularité éliminable pour f. Soient

V un voisinage ouvert de a contenu dans W et fa une fonction holomorphe sur V telle
que fa(2) = f(2) pour tout z € V\{a}. On définit une fonction f: W — C en posant
f (z) f(z) pour z # a et f ( ) = fa( ). Par définition, la fonction f prolonge f Elle
est holomorphe sur W\{a}, et également holomorphe au voisinage de a puisque f fa
sur V. Donc f est holomorphe sur W. Pour 'unicité, il suffit d’observer que si deux
fonctions continues sur W coincident sur W\{a}, alors elles prennent la méme valeur

en a par continuité, et sont donc égales sur tout W.
O

Ezercice. Soit Q un ouvert de C, et soit f une fonction holomorphe sur Q\S, ou S
est un fermé de €2 sans point d’accumulation dans €2. On suppose que chaque point de
S est une singularité éliminable pour f. Montrer que f se prolonge de maniere unique
en une fonction holomorphe sur €.

Exemples.

(1) Si f(z) = Sigz, alors f est holomorphe sur C* et a = 0 est une singularité

éliminable pour f.

(2) Si f est une fonction rationnelle, f(z) = ggzg avec pged(P,Q) = 1, alors f
est holomorphe sur C\Z(Q) et tout point a € Z(Q) est un pole pour f, de

multiplicité égale a la multiplicité de a comme zéro de Q.
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(3) Si f(z) = e'/#, alors f est holomorphe sur C* et a = 0 est une singularité
essentielle pour f.
Démonstration. (1) On a sinz = Zfzo(—l)”% pour tout z € C, et donc
2n

sz — 3 (=" % pour tout z # 0. La série entiere > _,(—1)" m converge

en tout point z € C, et définit donc une fonction f holomorphe sur C qui prolonge f.

(2) C’est clair par définition d’un pole.

(3) On a lim,_,g+ |f(x)| = +o0, donc f n’est pas bornée au voisinage de a et a n’est
pas une singularité éliminable. Mais on a aussi lim,_,q- f(z) = 0, donc |f(2)| ne tend
pas vers 'infini quand z — a et a n’est pas un pole.

[l

PROPOSITION 7.2. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe dans un voisinage
épointé de a.

(1) a est une singularité éliminable pour f si et seulement si f est bornée au
voisinage de a.

(2) a est un pole si et seulement si |f(z)] — o0 quand z — a.

Démonstration. On a déja remarqué les implications “triviales” “seulement si”. De

plus, 'implication non triviale dans (1) a déja été démontrée : c’est la proposition 6.5.
Il reste & démontrer I'implication non triviale dans (2). Dans ce qui suit, on fixe un
voisinage ouvert W de a tel que f est holomorphe sur W\{a}.

Supposons qu’on ait lim,_,,|f(z)] = 0. On peut alors choisir » > 0 tel que
D(a,r) <« W et f(z) # 0 pour tout z € D(a,r)\{a}, de sorte que g(z) = 1/f(2)
est bien définie et holomorphe sur D(a,r)\{a}. On a lim, ., g(2) = 0, donc g est en
particulier bornée au voisinage de a. D’apres (1), a est une singularité éliminable pour
g. On peut donc trouver une fonction g holomorphe sur D(a, ) telle que g(z) = 1/f(z)
pour tout z € D(a,r)\{a}. Alors a € Z(g) puisque g(a) = lim,_,, g(z) = 0, et g n’est
pas identiquement nulle sur D(a,r). La multiplicité p de a comme zéro de g est donc
bien définie ; et comme f(z) = ﬁ sur D(a,r)\{a}, le point a est un pole de multiplicité

p pour f. O

COROLLAIRE 7.3. Supposons que f soit holomorphe sur W\{a}, ot W est un voi-
sinage ouvert de a. Si a est un pole de multiplicité p pour f, alors on peut trouver une

fonction g holomorphe sur W tout entier telle que g(a) # 0 et f(z) = (ng’z))p
ze W\{a}.

pour tout

Démonstration. On sait que (z — a)P f(z) admet une limite ¢ # 0 quand z — a.
En particulier, le point a est une singularité éliminable pour (z — a)Pf(z) d’apes la
proposition précédente. On peut donc trouver une fonction g holomorphe sur W telle
que g(z) = (z — a)Pf(z) pour tout z € W\{a}; et on a g(a) = lim,,,(z — a)Pf(z) =
c#0. O

PROPOSITION 7.4. (“théoreme de Casorati-Weierstrass”)
Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe sur un voisinage épointé de a. Si a est

une singularité essentielle pour f, alors f(V\{a}) est dense dans C pour tout voisinage
V de a.
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Démonstration. On raisonne par contraposée. Supposons donc que f(V\{a}) ne
soit pas dense dans C, pour un certain voisinage V de a : il s’agit de montrer que a est
un poéle ou une singularité éliminable pour f.

Fixons un point w € C\f(V\{a}). Par définition de I’adhérence, on peut trouver
e > 0 tel que

VzeV\{a} : |f(z) —w|=e¢

Alors g(z) = ﬁ est bien définie, holomorphe et bornée sur V\{a}, donc a est
une singularité éliminable pour g. On peut ainsi trouver une fonction § holomorphe
sur V et ne s’annulant pas sur V\{a} telle que

VzeV\{a} : f(z)—w=—"-
Vad ) —w = =i

Si g(a) # 0, alors f(z) admet une limite quand z — a (& savoir w + ﬁ) donc a

est une singularité éliminable; et si g(a) = 0, alors |f(z)| — o quand z — a, donc a
est un pole. O

Remarque. En fait, un résultat beaucoup plus fort est vrai : si a est une singularité
essentielle pour f, alors pour tout voisinage V' de a, le complémentaire de f(V\{a})
dans C contient au plus un point. C’est le théoréme de Picard, qu’il n’est pas
question de démontrer ici.

Voici pour finir un résultat montrant que la nature d’une singularité peut se “lire”
sur le développement de Laurent.

PROPOSITION 7.5. (singularités et développement de Laurent)
Soit f une fonction holomorphe dans un disque épointé C = D(a, R)\{a}, et notons

400

f2)= Y eulz—a)"

n=—00
son développement de Laurent dans C.

(1) a est une singularité éliminable pour f si et seulement si ¢, = 0 pour tout
n < 0.

(2) a est un pole si et seulement si il existe un entier p = 1 tel que c_p # 0 et
cn = 0 pour tout n < —p.

(3) a est une singularité essentielle si et seulement si ¢, # 0 pour une infinité
d’entiers n < 0.

Démonstration. (1) Le point a est une singularité éliminable si et seulement si il
existe une fonction f holomorphe sur D(a,r) telle que f(z) = f(z) pour z # a. Il
revient au méme de dire qu’il existe une suite de coefficients (d,,)n>0 telle que la série
> dn(z — a)™ converge dans D(a,r) et

+00 0
Vze C : Z cn(z—a)" Z (z—a)"
n=-—0oo n=0
Par unicité des coefficients de Laurent, cela signifie qu’on a ¢, = 0 pour tout n < 0.

(2) D’apres le corollaire 7.3, a est un pdle si et seulement si il existe un entier

9(2)
(z—a)P

p = 1 et une fonction g holomorphe sur D(a,r) telle que g(a) # 0 et f(z) =
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pour z # a. Il revient au méme de dire qu’il existe un entier p > 1 et une suite de
coefficients (dy,)n>0 avec dy # 0 telle que la série >’ ¢, (z —a)™ converge dans D(a,r) et

+00

VzeC Z cn(z—a)" = (z—a)prdn(z—a)”
n=0

n=—ao

e}
S iy (2 —a)"
n=-—p
Toujours par unicité des coefficients de Laurent, cela signifie qu’il existe p = 1 tel que
c_p # 0 et ¢, =0 pour tout n < —p.
La partie (3) découle immédiatement de (1) et (2). O

7.2. Fonctions méromorphes. La définition suivante “doit” étre connue, mais
on n’en fera rien d’intéressant.

DEFINITION 7.6. Soit Q un ouvert de C. Une fonction méromorphe sur Q) est
une fonction f définie sur un ouvert de la forme Q\S ou S est un fermé de Q sans
point d’accumulation dans Q, holomorphe sur Q\S, et telle que chaque point a € S est
soit un pole, soit une singularité éliminable pour f.

Remarque. L’ensemble S dépend de la fonction f. En particulier, S = @ est
autorisé, de sorte que toute fonction holomorphe sur €2 est méromorphe sur §2.

EXEMPLE 7.7. Supposons {) connexe. Si u et v sont deux fonctions holomorphes

sur 2 avec v # 0, alors f = ¢ est une fonction méromorphe sur 2.

Démonstration. La fonction f est définie et holomorphe sur Q\S, out S = Z(v) est
un fermé de €2 sans point d’accumulation dans € d’apres le principe des zéros isolés.
Siae Z(v), alors f est un pole pour f si a n’est pas un zéro de u ou si sa multiplicité
comme zéro de v est strictement plus grande que sa multiplicité comme zéro de u, et
a est une singularité éliminable si w = 0 ou si a est un zéro de u avec une multiplicité
supérieure ou égale a sa multiplicité comme zéro de v. Les vérifications sont laissées
en exercice. g

Remarque. On peut montrer qu’inversement, toute fonction méromorphe sur un
ouvert connexe est le quotient de deux fonctions holomorphes. Ce résultat est tres loin
d’étre évident.

Ezercice. Montrer que si I'ouvert €2 est connexe, alors les fonctions méromorphes
sur ) forment un corps. Autrement dit, la somme et le produit de deux fonctions
méromorphes f et g sont des fonctions méromorphes bien définies, et le quotient f/g
est une fonction méromorphe bien définie si g # 0. (La remarque précédente montre
que le corps des fonctions méromorphes s’identifie au corps des fraction de I'anneau
integre H(Q)).






Chapitre 4

Primitives, homotopie

Dans ce chapitre, on adopte la convention suivante pour éviter d’écrire trop souvent
“Cl par morceaux” : sauf mention contraire,

tous les chemins sont de classe C' par morceaus.

1. Formes différentielles exactes et localement exactes

DEFINITION 1.1. Soit Q un ouvert de C, et soit w une 1-forme différentielle conti-
nue sur Q. On dit qu’une fonction F € C1(Q) est une primitive de w sur Q si on a
dF = w; et on dit que w est exacte sur () si elle y admet une primitive.

REMARQUES.
(i) Siw est exacte sur €, alors S«, w = 0 pour tout chemin fermé v dans €2, d’apres
le théoreme fondamental de ’analyse (voir le chapitre 2, proposition 1.4).
(ii) Supposons que w s’écrive w = Pdx + Qdy. Dire que w est exacte signifie qu’il
existe une fonction F' de classe C! telle que P = %—I; et Q = ‘9—5. Si de plus w
est de classe C', alors F est de classe C? et on doit donc avoir

0Q 0P
1.1 =
(1.1) ox oy
d’aprés le théoreme de Schwarz. Si w = Adz + Bdz, cette condition s’écrit
0B 0A
1.1 = .
(1.1) 0z 0z

On dira que w est d-fermée si elle est de classe C! et vérifie (1.1).

EXEMPLE 1.2. Soit f : 2 — C une fonction continue.

(a) Laforme w = f(z)dz est exacte sur {2 si et seulement si f posséde une primitive
holomorphe, i.e. il existe une fonction F' € H(Q) telle que F’ = f. Dans ce
cas, la fonction f est holomorphe.

(b) La fonction f est holomorphe si et seulement si w = f(z)dz est d-fermée.
(c) Siestun disque D(a, R), alors w = f(2)dz est exacte sur Q si et seulement

st f est holomorphe.

Démonstration. Les parties (a) et (b) sont évidentes. Pour démontrer (c), suppo-
sons que f soit holomorphe dans le disque D(a, R). On peut alors développer f en série
entiere dans D(a, R),

f(2) =Y en(z—a)".

n=0

69
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La série entiere Y - - w™ !

fonction F' définie par

a un rayon de convergence au moins égal a R, et la

F(z) = 2 n (z —a)"*?

Tl
est une primitive holomorphe de f sur D(a, R). O

EXEMPLE 1.3. Soit w = %, définie sur Q = C*.
(a) w est d-fermée, mais n’est pas exacte sur C*.

(b) w est exacte sur tout ouvert du type W = C\A, ou A est une demi-droite
d’origine 0.

Démonstration. (a) w est d-fermée puisque f(z) = % est holomorphe. D’autre part,
en notant D le disque unité {|z| < 1} on a §, % = 2im # 0, donc w n’est pas exacte
puisque 0D est une courbe fermée.

(b) On sait qu’il existe une détermination holomorphe du logarithme sur W. En
notant L une telle détermination, on a L'(z) = % et donc dL = w. O

DEFINITION 1.4. Soit w une 1-forme différentielle continue sur un ouvert 2 < C.
On dit que w est localement exacte si pour tout point a € ), on peut trouver un
voisinage ouvert Vg de a tel que w est exacte sur V.

Remarque. Evidemment, toute forme exacte est localement exacte puisqu’on peut
prendre V, = Q pour tout a € Q.

EXEMPLE 1.5. Une 1-forme du type w = f(z)dz est localement exacte si et seule-
ment si la fonction f est holomorphe.

Démonstration. Si w = f(z)dz est localement exacte, alors f est localement holo-
morphe et donc holomorphe. Inversement, on a vu que si f est holomorphe, alors f
possede des primitives holomorphes dans tout disque D(a,r) < Q, donc w = f(2)dz
est localement exacte. O

Le résultat suivant donne des caractérisations de 'exactitude et de ’exactitude
locale en termes d’intégrales curvilignes.

THEOREME 1.6. Soit w une 1-forme continue sur un ouvert = C.

(1) w est exacte sur Q) si et seulement si on a va = 0 pour tout chemin fermé
~v dans ).
2) w est localement exacte si et seulement si on a w = 0 pour tout rectangle
0R

R < Q a cotés paralléles aux axes de coordonnées. Dans ce cas, w est exacte
sur tout disque D(a,r) < €.

La démonstration utilise trois lemmes. On rappelle que si p, ¢ € C, on désigne par
[pq] le segment [p, q] orienté de p vers q.

LEMME 1.7. Soit w une 1-forme continue sur un ouvert W < C, et soit p € W.
On suppose qu’il existe une famille (7,).ew de chemins dans W vérifiant les propriétés
sutvantes.

(a) Pour tout z € W, le chemin 7y, a pour origine p et pour extrémité z.
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(b) Pour tout segment horizontal ou vertical [u,v] € W, on a

[ K

Alors w est exacte sur W. Plus précisément, la fonction F définie par F(z) = S%w
est une primitive de w sur W.

Démonstration. Ecrivons w = Pdx + Qdy. Comme les fonctions P et () sont conti-

nues, il suffit de montrer que %—5 et aF existent en tout point de W, avec %—f = P et

& _Q
o0y :

Fixons zp = (x0,y0) € W et choisissons 7 > 0 tel que D(zg,7) < W. Si z € W
vérifie |z — z9| < r, alors [z0,2] < D(z0,7) € W; et si le segment [zg, z] est vertical
ou horizontal, alors F(z) = F(zy) + S W par hypothese. Par conséquent, si z € R
vérifie |z — xo| < r, alors

[20,2]

F(z,y0) = F(x0,%0) + Pdzr + Qdy

J\[(xo 90)(Z,30)]

T

= F<3?07y0)+f P(t,yo)dt;

o

et de méme, si y € R et |y — yo| <, alors

y
F(zo,y) = F(zo,y0) + | Q(zo,u)du
Yo
Comme P et @ sont continues, on en déduit (d’apres le théoréme fondamental de
lanalyse) que %—f(aﬁo,yg) et a (:co yo) existent et valent respectivement P(zg,yo) et

Q(x0,y0)- O

LEMME 1.8. (“lemme de Lebesgue”)
Soit K un compact de C, et soit (V;)ier une famille d’ouverts de C telle que K <
Ui Vi. Alors on peut trouver ¢ > 0 vérifiant la propriété suivante : tout ensemble
A c K de diamétre inférieur a € est contenu dans un V;. On dit que € est un nombre
de Lebesgue pour K associé au recouvrement ouvert (V;)ier.

Démonstration. (Ce lemme doit figurer dans tout cours raisonnable de topologie...)
Supposons que la conclusion soit fausse. On peut alors trouver une suite A,, de parties
de K telle que diam(A,) — 0 et A,, n’est contenu dans aucun V;, pour tout n € N.
Choisissons pour chaque n un point x,, € A,,. Comme K est compact, on peut supposer,
quitte & extraire une sous-suite, que la suite (z,,) converge vers un point a € K. Comme
K < |J; Vi, on peut trouver un indice i tel que a € V;, puis 7 > 0 tel que D(a,r) c V;.
Soit alors n € N tel que diam(4,,) < r/2 et |z, — a|] < r/2. comme z, € A,, on
voit immédiatement en faisant un dessin et en utilisant I'inégalité triangulaire qu’on a

A, < D(a,r). Donc A, < V;, ce qui contredit le choix de A,. O
LEMME 1.9. (lemme de quadrillage)
Soit R < C un rectangle fermé, et soit (Ry,...,Ryn) un “quadrillage” de R en rec-
tangles fermés. Si w est une 1-forme continue sur un ouvert contenant R, alors
N

[ o=>] w
oR i1 JoRy,
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Démonstration. Si deux rectangles R; et R; ont un c6té commun L;;, alors L;; est
parcouru en sens inverse selon qu’on suit 0R; ou 0R;, donc les deux intégrales de w
sur L;; se détruisent si on ajoute S(?R- w et SaR- w. On en déduit immédiatement (par

i Jj

n
Zf w:J w
k—1JORk O(R1U-URR)

pour tout n < N, d’ou le résultat puisque R; v ---u Ry = R. O

récurrence) qu’on a

Remarque. On a énoncé le lemme pour un quadrillage de R, mais en fait la conclu-
sion vaut encore pour une subdivision quelconque de R, c’est-a-dire une suite finie
de rectangles (Ri,...,Ry,) telle que R = |J, Ri et les Ry sont d’intérieurs deux-a-
deux disjoints. Un quadrillage est une subdivision d’un type particulier obtenue ... en
quadrillant le rectangle R, i.e. en tracant des droites verticales et horizontales.

Preuve du théoréme 1.6. (1) On a déja vu que si w est exacte, alors S,Yw =0
pour tout chemin fermé v dans (). Inversement, supposons cette propriété vérifiée.
Pour montrer que w est exacte, on se raméne au cas ou {2 est connexe en considérant
séparément chaque composante connexe de 2. On sait qu’alors ) est connexe par
arcs polygonaux. Si on fixe un point p € €2, on peut donc choisir pour tout point
z € © un chemin ~, joignant p a z dans Q. Si [u, v] est un segment quelconque contenu
dans €, alors le chemin “y, suivi de [uv] suivi du chemin inverse 7,” est un chemin
fermé dans 2. (Voir 'Exercice 1.9 du Chapitre 2 pour la définition précise de “y; suivi
de 72”.) On a donc S% w+ S[uv] w— S% w =0, ie. S% w = S%w + S[uv] w. D’apres le
Lemme 1.7, on en déduit que w est exacte sur 2.

(2) Supposons que w soit localement exacte, et fixons un rectangle R < Q. Tout
point z € R possede un voisinage ouvert V, tel que w est exacte sur V,. Soit € > 0 un
nombre de Lebesgue pour R associé au recouvrement ouvert (V,).er, et soit (Rk)szl
un quadrillage de R en rectangles Ry de diametre inférieur a €. Alors w est exacte au
voisinage de chaque rectangle Ry par définition de ¢, et donc SaRk w = 0. D’apres le
lemme 1.9, on a donc

N

w = w=20.
RPN

Inversement, supposons qu’on ait Sa rw = 0 pour tout rectangle R < €2, et montrons

que w est exacte sur tout disque D(a,r) < Q. Ecrivons a = (24, ya). Pour z = (z,y) €
D(a,r), notons R, le rectangle a cotés paralleles aux axes de coordonnées ayant [a, z]
pour diagonale, p, le sommet (x,y,) de ce rectangle, et ~, le chemin “[ap,] suivi
de [p.z]”. 1l s’agit bien d’'un chemin dans D(a,r) car le rectangle R, est contenu
dans le disque D(a,r) (faire un dessin). Si [u,v] < D(a,r) est un segment vertical,
alorsg% w = S% w+S[W] w par définition de 7, et ,. Si [u, v] est un segment horizontal,

f w = f w + J + f w + J w.
Yv Yu [Upu] [Pupv] vU]

Mais l'intégrale de w sur le bord du rectangle R = up,p,v est nulle car ce rectangle
est contenu dans D(a,r), donc dans §2. On a donc S[upu] + S[pupv] w + S[pvv] w = S[uv] w,

alors

d’ot1 & nouveau S% w = S% w + S[uv] w. D’apres le lemme 1.7, on en déduit que w est
exacte sur D(a,r). O
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COROLLAIRE 1.10. Une 1-forme de classe C' est localement exacte si et seulement
si elle est d-fermée.

Démonstration. On a déja vu que toute 1-forme C! et localement exacte est d-
fermée. Inversement, si w = Pdx + Qdy est d-fermée sur 2, alors Sa rw = 0 pour tout
rectangle R < ) d’apres la formule de Green-Riemann, donc w est localement exacte
par le théoreme. ]

COROLLAIRE 1.11. (“lemme de Poincaré”)
Une 1-forme d-fermée est exacte sur tout disque ouvert contenu dans son domaine de
définition.

FEzercice. Montrer qu’une 1-forme w est localement exacte si et seulement si on a
Sa A w = 0 pour tout triangle A contenu dans son domaine de définition.

2. Les théorémes de Morera et Cauchy-Goursat

2.1. Morera. Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme
1.6 ; mais vu son importance historique et son utilité, il est bon de I’énoncer séparément.

THEOREME 2.1. (“théoreme de Morera”)
Soit f une fonction continue sur un ouvert ) < C. On suppose qu’on a SaR f(z)dz=0
pour tout rectangle R < € a4 cétés paralléles aux axes de coordonnées. Alors f est
holomorphe.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.6, la 1-forme w = f(z)dz est localement
exacte. U

Remarque. La subtilité de ’énoncé vient du fait que la fonction f n’est pas supposée
de classe C!, mais seulement continue.

L’application la plus spectaculaire du théoreme de Morera est le “théoreme de
Cauchy-Goursat”, qu’on démontrera dans la prochaine sous-section. Voici une autre
illustration.

PROPOSITION 2.2. Soit Q un ouvert de C, et soit f : Q — C. On suppose que
f est continue sur Q et holomorphe sur Q\L, ot L est une droite de C. Alors f est
holomorphe sur Q.

Démonstration. (i) On peut supposer que la droite L est 1’axe réel. En effet, on
peut trouver une similitude affine s(z) = az + b telle que s(L) = R. Comme s~! est
aussi une similitude et est donc holomorphe, la fonction f(z) := f(s7!(2)) est alors
continue sur € = s(€2) et holomorphe sur KNZ\R Si on sait montrer que fest holomorphe
sur SNZ, alors on aura montré que f = fo s est holomorphe sur €.

(ii) On suppose donc que L = R. Pour montrer que f est holomorphe, il suffit
(d’aprés Morera) de vérifier qu’on a §,, f(z)dz = 0 pour tout rectange R < Q & cotés
paralleles aux axes de coordonnées. On distingue trois cas.

CAs 1. R ne rencontre pas l'axe réel, i.e. R < Q\R.

Dans ce cas, on a r f(2)dz = 0 par le théoréme de Cauchy puisque f est holomorphe
sur Q\R.

CAS 2. R a un cOté sur ’axe réel.
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Supposons par exemple que le c6té horizontal inférieur de R soit soit sur I'axe réel.
Pour ¢ > 0, notons R. le rectangle R + ie. Alors R. ne rencontre pas ’axe réel,
donc Sa R, f(2)dz = 0 d’apres le cas 1. De plus, comme f est continue, on vérifie que
SaRE f(z)dz tend vers §,, f(z)dz quand e tend vers 0 (détails laissés en exercice). On
a donc bien {,, f(z)dz = 0.

CAs 3. R “traverse” 'axe réel.

Dans ce cas,on a R = RjURy, ou Ry et Ry ont un c6té commun sur I’axe réel. D’apres le
lemme de quadrillage 1.9 et le cas 2, on a donc §,, f(2)dz = SaRl dz+SaR2 f(z)dz =
0. O

Comme conséquence, on retrouve un résultat déja démontré au Chapitre 3 (corol-
laire 6.6) :

COROLLAIRE 2.3. Soit  un ouvert de C, et soit a € Q. Si f est une fonction
continue sur S0 et holomorphe sur C\{a}, alors f est holomorphe sur €.

Démonstration. Prendre n’importe quelle droite L passant par a. O

Une autre conséquence est un cas particulier de ce qu’on appelle le principe de
réflection.

COROLLAIRE 2.4. Soit  un ouvert de C symétrique par rapport a l'axe réel, et
posons QT = {z € Q; Im(z) > 0}. Si f =Q7 U (RN Q) — C est une fonction continue
sur QT U (RN Q), holomorphe sur QF et telle que f(x) € R pour tout z € RN Q, alors
f peut se prolonger en une fonction holomorphe sur 2.

Démonstration. Posons Q= = {z € Q; Im(z) < 0}, et notons f : Q — C la fonction
définie par
7o) = {f(z) sizeQtu(RNQ)
f(z2) sizeQ” U(RNQ)
Comme f(z) € R pour tout z € RN, cette définition est non- amblgue et comme f est
continue sur QF, on voit que f est continue sur 2. De plus, f est holomorphe sur Q%
et on vérifie sans difficulté qu’elle est également holomorphe sur 2~ (par exemple en
calculant S—sz) ; autrement dit, f est holomorphe sur Q\R. D’apres le corollaire précédent,

la fonction f est donc holomorphe sur €2, et fprolonge f par définition. O

2.2. Cauchy-Goursat. Le résultat suivant montre que dans la définition de I'ho-
lomorphie, il est en fait inutile de supposer que la fonction est de classe C!.

THEOREME 2.5. (“théoréme de Cauchy-Goursat”)
Soit Q0 un ouwvert de C. i f : Q — C est une fonction C-dérivable en tout point, alors
f est holomorphe (et donc infiniment C-dérivable).

Démonstration. Comme f est continue, il suffit (d’apres Morera) de montrer qu’on
a SaR f(z)dz = 0 pour tout rectangle R < 2. Fixons un tel rectangle R, et posons
o :=|{,p f(2) dz|. I s’agit de montrer que a = 0.

Posons Ry = R, et quadrillons le rectangle Ry en 4 rectangles R, R?, R3, R* deux
fois plus petits en tracant les médianes des cotés de Ry. D’apres le lemme de quadrillage

1.9, on a
f(z dz_zf f(2)dz,

Ry
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et donc

4
o' ékgl LRk f(z)dz|.

On peut donc trouver kg € {1,...,4} tel que |SaRk0 f(2) dz| > %a. On pose alors
Ry = R Ainsi, on a
RicRy=R
diam(R1) = 2~ 'diam(R)
1(0Ry) = 27(OR)
‘SaRl f(z) dz} >471a

Si on répete ce raisonnement en remplacant Ry par Rj, on obtient un rectangle
Rs < Ri, auquel on peut a nouveau applique le méme raisonnement et ainsi de suite.
De cette fagon, on construit par récurrence une suite de rectangles fermés (R, )n>0
vérifiant les propriétés suivantes :

Rn+1 < Rn
diam(R,,) = 27 "diam(R)
l(0R,) =27"I(0OR)
‘SaRn f(2) dz’ >4«
D’apres le théoreme des fermés emboités, I'intersection de tous les rectangles R,
est non vide, réduite & un point {a}. Ce point a appartient & Ry = R, donc & §2; donc
f est C-dérivable en a. Posons A = f’(a), et écrivons

f(z)=fla) + A(z—a)+v(z).
Comme la fonction z — f(a)+ A(z — a) est holomorphe sur C (et en fait admet de
maniere évidente une primitive holomorphe), on a

J (f(a) + A(z—a))dz =0,
ORn,

donc §,, f(2)dz = {,, v(2)dz et donc

(2.1)

pour tout n € N.

Soit maintenant € > 0. Par définition de la C-dérivabilité, on peut trouver § > 0
tel que |v(2)| < |z — a| pour tout z € D(a,d); et comme a € R,, et diam(R,) — 0, on
peut trouver un entier n tel que R, < D(a,d). On a alors

LRn v(z)dz

puisque |v(2)| < €|z —al et |z — a] < diam(R,,) pour tout z € 0R,,. Autrement dit :

LR" v(z)dz

En posant C' = diam(R)I(0R) et en comparant (2.1) et (2.2), on obtient donc
finalement

< f ()| 1d2] < & x diam(Ry) x 1(ORy) |
ORn,

(2.2) < e x 47 "diam(R)I(OR) .

a<Ce

pour tout € > 0, d’ou a = 0. ]
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Remarque. Le théoreme de Cauchy-Goursat est philosophiquement tres satisfaisant
et la démonstration est tres belle. Mais le résultat ne présente pas un grand intérét
pratique : la plupart du temps, si on sait montrer qu’une fonction est C-dérivable, on
sait en général aussi montrer qu’elle est de classe C* (!)

3. Cauchy-Goursat, Green-Riemann et Kurzweil-Henstock

Comme on I’a vu, I'idée de la preuve du théoreme de Cauchy-Goursat est de montrer
que si f est une fonction C-dérivable sur €2, alors SaR f(2)dz = 0 pour tout rectangle
R < Q. Toute la subtilité vient du fait que la fonction f n’est pas supposée de classe
C' : sinon le résultat serait “évident” car on pourrait appliquer directement la formule
de Green-Riemann.

Le but de cette section est de montrer qu’en fait, il est possible d’appliquer la
formule de Green-Riemann. De fagon précise, on va établir le résultat suivant.

THEOREME 3.1. [l existe une théorie de l'intégration raisonnable, pour des fonc-
tions définies sur des rectangles, telle que la propriété suivante ait lieu : si £ est un
ouvert de C, alors la formule de Green-Riemann

oQ oP
P = DL
LR do + Qdy JR ( oz y )

est valable pour toutes fonctions P et Q) différentiables sur Q et pour tout rectangle
Rc 0.

L’intégrale qu’on va utiliser est une intégrale de type “Riemann” (donc avec des
subdivisions et des “sommes de Riemann”), mais beaucoup plus générale. Toute la
construction repose sur une sorte de raffinement du lemme de Lebesgue connue sous
le nom de lemme de Cousin. On va donc commencer par démontrer ce lemme, et on
verra immédiatement apres comment il permet de “ré-écrire” la preuve du théoreme de
Cauchy-Goursat donnée plus haut. On définira ensuite 'intégrale, et on pourra alors
établir une version tres générale de la formule de Green-Riemann sur un rectangle.

3.1. Le lemme de Cousin. Il s’agit du résultat suivant. On ’énonce ici pour des
rectangles dans C = R?, mais il est valable pour des pavés dans RV avec N quelconque
(et en particulier pour des segments de R!).

LEMME 3.2. (lemme de Cousin)
Soit R un rectangle (fermé) de C, et supposons donné pour tout a € R un voisinage
ouvert V, de a dans C. Alors on peut subdiviser R en rectangles Ry, ..., Ry de sorte
que la propriété sutvante ait lieu : chaque rectangle R; est contenu dans un ouvert Vy,
avec un point a; appartenant a R;. De plus, on peut imposer que les R; soient tous
homothétiques a R.

Démonstration. Convenons de dire qu’un rectangle K < R homothétique & R est
refractaire s’il est impossible de subdiviser K en rectangles homothétiques ayant la
propriété ci-dessus. On va montrer par 'absurde que R n’est pas réfractaire. Le point
clé est I'observation suivante :

FAIT. Si un rectangle K < R est réfractaire, alors on peut trouver un rectangle
réfractaire K’ < K homothétique & K et tel que diam(K’) = Jdiam(K).

Prewve du fait. 11 suffit de subdiviser (en fait, quadriller) K en 4 rectangles ho-
mothétiques deux fois plus petits : si aucun de ces 4 rectangles n’était réfractaire, K
ne le serait pas non plus. ]
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Supposons maintenant que le rectangle R soit réfractaire. En posant Ky = R, le fait
permet de construire par récurrence une suite décroissante de rectangles réfractaires
(Ky)n=0 homothétiques & R avec diam(K,,) = 27 "diam(R). D’aprés le théoreme des
fermés emboités, I'intersection des K, est non vide et réduite a un point {a}. On peut
alors trouver un entier n tel que K,, < V,, et comme a € K,, cela contredit le caractere
réfractaire de K,,. O

3.2. Retour sur Cauchy-Goursat. (Cette sous-section n’est pas strictement
indispensable). On va voir ici comment le lemme de Cousin permet de ré-écrire la
preuve du théoreme de Cauchy-Goursat. Soit donc f une fonction C-dérivable sur €2 :
il s’agit de montrer qu’on a SaRf(z) dz = 0 pour tout rectangle R < . Tout repose
sur le fait suivant.

Farr. Soit € > 0. Pour tout point a € 2, on peut trouver un voisinage ouvert V,
de a vérifiant la propriété suivante : pour tout rectangle K tel que ae K < V,, on a

f(z)dz

0K

< ediam(K) I(0K).

Démonstration. Fixons a € . Comme f est C-dérivable en a, on peut trouver
un voisinage ouvert V de a tel que |f(2) — Ly(2)| < €|z — a| pour tout z € V,, ou
Lo(2) = f(a)+(z—a)f'(a). Soit K un rectangle tel que a € K < V,. Comme la fonction
L, possede une primitive holomorphe, on a Sa 5 La(2)dz = 0 et donc SaK f(z)dz =
§55(f(2) = La(2)) dz. Par conséquent; :

< L 1) = Lulo)]

f(z)dz

0K

< sf 12 — a| |d2].
oK

Comme de plus le point a appartient & K, on a |z — a] < diam(K) pour tout
z € 0K, d’ou finalement

f(z)dz

0K

< ediam(K) [(0K) .

0

Soit maintenant R un rectangle contenu dans 2. Notons |R| son aire et posons
_ diam(R)I(0R)
- R ’
de sorte que diam(R’) [(0R') = ¢ |R'| pour tout rectangle R’ homothétique & R. D’apres

le fait, le lemme de Cousin et cette propriété de ¢, on peut pour tout £ > 0, subdiviser
R en rectangles Ry,..., Ry tels que

f(z)dz

ORy

< ce ’Rk‘

pour tout k€ {1,...,N}.
Comme §,, f(z)dz =] SaRk f(2)dz, on en déduit
ke

N
<ce )| |R| = c|R|e,
k=1

f(z)dz

OR
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pour tout € > 0. Et par conséquent ., f(z)dz = 0.

3.3. Intégrale “de jauge” sur un rectangle. Dans cette sous-section, on définit
la notion d’intégrale dont on a besoin pour la formule de Green-Riemann généralisée.
Il faut malheureusement introduire un peu de vocabulaire.

DEFINITION 3.3. Soit R un rectangle de C.

(1) Une subdivision pointée de R est une suite finie K = ((K1,a1),...,(Kn,an)),
ot (K1,...,Kn) est une subdivision de R en rectangles et a; € K; pour tout
jed{l,...,N}.

(2) Une jauge sur R est une fonction ¢ : R —]0,00[. (Autrement dit, la donnée
pour tout a € R d’un nombre §(a) > 0).

(3) Etant donné une jauge & sur R, on dit qu’une subdivision pointée K =
E(Kl,al),}...,(KN,aN)) est d-fine si on a Kj < D(aj,0(a;)) pour tout j €
1,...,N}.

Il faut un peu de temps pour digérer ces définitions, en particulier la notion de
“d-finesse”. Quoi qu’il en soit, avec cette terminologie le lemme de Cousin peut se
reformuler comme suit :

LEMME 3.4. Soit R un rectangle de C. Pour toute jauge § sur R, il existe une
subdivision pointée d-fine de R constituée de rectangles homothétiques a R.

Démonstration. 11 suffit de poser V, = D(a,d(a)) pour tout a € R et d’appliquer
le lemme de Cousin. g

La définition de I'intégrale fait intervenir des sommes de Riemann. Si¢p: R — C
est une fonction définie sur un rectangle R et si K = ((K1,a1),...,(Kn,an)) est une
subdivision pointée de R, la somme de Riemann pour ¢ associée a K est le nombre
S(¢,K) défini comme on s’y attend :

N
S, K) = ' wlay) K],

7j=1
ol on a noté |Kj| I'aire du rectangle K.

DEFINITION 3.5. Soit ¢ : R — C une fonction définie sur un rectangle R. On
dit que @ est J-intégrable sur R s’il existe un nombre complexe I vérifiant la pro-
priété suivante : pour tout € > 0, il est possible de trouver une jauge § sur R telle
que |S(p,K) — I| < e pour toute subdivision 0-fine de R constituée de rectangles ho-
mothétiques a R. Le nombre I est alors déterminé de maniére unique, et on le note

I={pe

Remarque 0. Le fait que I soit déterminé de maniére unique se démontre exacte-
ment comme 1’ “unicité de la limite” pour les suites numériques, en utilisant le lemme
de Cousin et le fait que si §; et d2 sont deux jauges sur R, alors ¢ := min(dy, d2) est
encore une jauge sur R. C’est un bon exercice “de compréhension”.

Remarque 1. La terminologie “J-intégrable” n’est absolument pas standard. (La
lettre “J” fait référence au mot “jauge”.)
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Remarque 2. Si on ne se restreint pas a des subdivisions constituées de rectangles
homothétiques & R (i.e. si dans la définition on exige d’avoir |S(¢,K) — I| < ¢
pour toutes les subdivisions d-fines de R), on obtient exactement lintégrale dite de
Kurzweil-Henstock. Ainsi, toute fonction intégrable au sens de Kurzweil-Henstock
est J-intégrable, et son intégrale au sens de Kurzweil-Henstock est égale a sa “J-
intégrale”.

Remarque 3. 11 est clair par définition que les fonctions J-intégrables sur R forment
un espace vectoriel et que lintégrale { r ¢ dépend linéairement de . Il est également
facile de voir que l'intégrale est croissante : si ¢ et ¥ sont a valeurs réelles et ¢ < 1), alors
§ P < § g Y- En revanche, contrairement a ce qui se passe pour I'intégrale de Lebesgue,
il n’est pas vrai en général qu’une fonction ¢ est J-intégrable si et seulement si |p| est
J-intégrable.

ExEMPLE. Toute fonction continue sur un rectangle R est J-intégrable sur R, et
sa “J-intégrale” est égale a son intégrale au sens de Lebesgue.

Démonstration. Soit ¢ : R — C une fonction continue; on va en fait montrer que
© est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock. Pour tout rectangle K < R, on notera
§;c w(x,y) dedy son intégrale au sens de Lebesgue sur K.

Fixons € > 0. Par définition de la continuité, on peut pour tout a € R choisir
d(a) > 0 tel que

[z —al <d(a) = lp(2) —pla)| s €

On définit ainsi une jauge § sur R. Si K = ((K1,a1),...,(Kn,an)) est une subdi-
vision pointée -fine, alors on a par définition |p(z) — (a])| < ¢ pour tout j et pour

tout z = (z,y) € K;. On en déduit ‘SKj(cp(x,y) - go(aj))da:dy‘ < SKj edxdy = ¢ |K;|,

ce qui s’écrit encore

|L{ o(x,y) dedy — ¢(aj) e |Kj]
J

pour tout j € {1,..., N}. D’apres I'inégalité triangulaire, on a donc

xydxdy—z v(a; 5Z|K\

7j=1

autrement dit

fR o(x,y) dedy — S(¢p, K)‘ <elR|.

Comme € > 0 est arbitraire, cela montre que ¢ est intégrable au sens de Kurzweil-
Hestock sur R, et que son intégrale au sens de Kurzweil-Henstock est égale a son
intégrale au sens de Lebesgue §, ¢(z,y) drdy.

d

Remarque. 11 est également vrai (mais plus délicat a démontrer) que toute fonction
intégrable au sens de Lebesgue sur R est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock (et
donc J-intégrable), et que son intégrale au sens de Kurzweil-Henstock est égale & son
intégrale au sens de Lebesgue.
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3.4. Dérivée extérieure. La formule de Green-Riemann que 'on a en vue fait
intervenir ce qu’on appelle la “dérivée extérieure” d’une forme différentielle. L’objet
de cette sous-section est de définir précisément ce qu’on entend par la.

On a d’abord besoin d’introduire quelques notations et un peu de vocabulaire.

e Comme d’habitude, on notera | K| I'aire d’un rectangle K < C.

e On appellera régularité d’un rectangle K la quantité r(K) = ﬁ%' (Par
définition, on a donc 0 < r(K) < 1). La signification géométrique de r(K) est
la suivante : plus le rectangle K est “aplati”, et plus r(K) est petit.

e On utilisera le fait évident suivant : si K et K’ sont deux rectangles ho-
mothétiques, alors r(K) = r(K').

e Si a e C, on notera R(a) la famille de tous les rectangles de C contenant a.

e Soit a € C, et s0it ® : R(a) — C. On dit que (K ) admet une limite quand
K tend vers a sans s’aplatir s’il existe un nombre complexe [ tel que la
propriété suivante ait lieu : pour toute suite de rectangles (K,) < R(a) telle
que diam(K,) — 0 et inf, r(K,) > 0, on a lim,_,o, ®(K,,) = [. Le nombre !
est alors déterminé de manieére unique (ezercice) et on écrit [ = Il(lm P(K).

—a
DEFINITION 3.6. Soit w une forme différentielle continue sur un ouvert < C. On
dit que w est extérieurement dérivable en un point a € Q) si ﬁ SaKW admet une

limite quand K € K(a) tend vers a sans s’aplatir. On pose alors

- K—a|K| Jog
et on dit que dw(a) est la dérivée extérieure de w au point a.

On ne tentera pas ici d’expliquer la terminologie “dérivée extérieure”. En revanche,
on va démontrer le lemme suivant, qui est en quelque sorte la “raison d’étre” de la
définition.

LEMME 3.7. Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle continue sur un ouvert
Q c C. Siw est différentiable en un point a € Q (i.e. P et Q sont différentiables en a)
alors w est extérieurement dérivable en a et

dufa) = T(0) - 5 (@),

Démonstration. Cela va découler des deux faits suivants.

FarT 1. Si P(z,y) = a1z + b1y + 71 et Q(z,y) = agx + Bay + 2 sont des fonctions
affines sur C = R? (& valeurs complexes), alors

0Q 0P
Pdx + Ody = — x |K| = ( — > x | K

pour tout rectangle K < C.

Démonstration. En écrivant K = [u,u'] x [v,v'], on a

i UI

J“ (P(az,v) — P(:c,v')) dx + J (P(u',y) — Q(u,y)) dy

u v

Pdzx + Qdy
0K

/

- Lu, Bi(v — ') de + JU as(u’ —u) dy

v

(g = B1) x (u' —u)(v" =),
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d’ou le résultat.
O

Remarque. Comme P et Q sont de classe C', on aurait pu tout aussi bien appliquer
... la formule de Green-Riemann, que I’on vient de redémontrer dans ce cas particulier.

FarT 2. Soit n = pdz + qdy une forme différentielle continue sur 2, et soit a € 2.
On suppose qu'on a p(z) = o(|z — a|]) = ¢(z) quand z — a. Alors 7 est extérieurement
dérivable en a et dn(a) = 0.

Démonstration. Par hypothese, on peut écrire
p(z) = (z —a)ep(z) et q(z) = (2 —a)ey(2),

ot lim, ,qe,(2) = 0 =lim,,4¢4(2).
Si K < ) est un rectangle contenant a, alors

Ip(2)| < lep(2)] x diam(K) et |g(z)| < |gq(2)] x diam(K)

pour tout z € K. En écrivant K = I x J ou [ et J sont des segments de R, on en
déduit

j pdx + qdy‘ < diam(K) x (2|1 ep(K) + 2|J] 4(K)) ,
0K

ol on a posé p(K) = sup,cx lep(2)] et €4(K) = sup,cg |eq(2)]. Comme |I| < diam(K)
et |J| < diam(K), on obtient donc

f n‘ < 2(p(K) + £4(K)) x diam(K)?;
0K

‘ 1 J ’ e(K)

Tl n < )

(K| Jor r(K)

ot e(K) =2(ep(K) +e4(K)) et r(K) = % est la régularité de K. Comme e(K)

tend vers 0 quand K tend vers a, on en déduit que ﬁ SaK” tend vers 0 quand K

et par conséquent

tend vers a sans s’aplatir ; autrement dit que 7 est extérieurement dérivable en a avec
dn(a) = 0.
O

La preuve du lemme est maintenant “immédiate”. Supposons que w = Pdx + Qdy
soit différentiable en a = (x4, y,). En posant

Paly) = P@) + 5 (@) = ) + S @ - ) e
Qul) = Qla) + 5@ 2 = 0) + 52(0) (0= o),

on peut alors écrire
P(2) = Py(2) + pa(z) et Q(2) = Qu(2) + qu(2),
ou
Pa(2) = o] — af) = ga(2) auand z —a.
On a donc
w = (Padr + Qudy) + (padz + qady)
= (Pudz + Qudy) + nq -
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D’apres le fait 1, on en déduit

1 0Q oP 1
— Pdz + Qdy = —(a) — —(a) + — 7
K| Jox Oz dy K| Jog ™
pour tout rectangle K < € ; et d’apres le fait 2 on en conclut que dw(a) existe et vaut
9Q () — 9P O

FEzxercice. Utiliser le lemme précédent pour démontrer le théoréme de Schwarz,
sous la forme suivante : si f est une fonction de classe C! sur 2 et deux fois différentiable

en un point a € €2, alors %ﬁfy(a) = aa:aj; (a).

Remarque. On dira qu’une forme différentielle w est d-fermée si elle est continue, et
extérieurement dérivable en tout point avec dw = 0. Cette terminologie est compatible
avec celle introduite au tout début de ce chapitre : en effet, si w est de classe C! ou
méme seulement différentiable et s’écrit w = Pdx + Qdy = Adz + Bdz, il découle du
lemme 3.7 qu’elle est d-fermée si et seulement si %—? = %—5, ou encore %—f = %- En
particulier, une forme différentielle du type w = fdz avec f différentiable est d-fermée
si et seulement si f vérifie ’équation de Cauchy-Riemann of = 0, i.e. f est C-dérivable

&€=
en tout point.

3.5. Green-Riemann. On a maintenant introduit tous les outils nécessaires a
I’énoncé et a la preuve du théoréme suivant.

THEOREME 3.8. Soit w une forme différentielle continue au voisinage d’un rec-
tangle R < C. Si w est extérieurement dérivable en tout point de R, alors dw est

J-intégrable sur R et
j w = j dw .
OR R

Compte tenu du lemme 3.7 et du fait que la J-intégrale généralise I'intégrale de

Lebesgue (c qu'on n’a pas démonré...), on en déduit immédiatement :

COROLLAIRE 3.9. Siw = Pdx + Qdy est différentiable sur un ouvert Q) — C et si
R < Q est un rectangle tel que la fonction %—g — %—I; est intégrable au sens de Lebesgue
sur R, alors

Pdz + Qdy = f ((3@ — (9P> dzdy .
R r\0z 0y

De méme, on obtient instantanément la généralisation suivante du théoreme de
Cauchy-Goursat :

COROLLAIRE 3.10. Siw est une forme différentielle d-fermée sur ), alors SaRw =0
pour tout rectangle R < Q. En particulier, si f est une fonction C-dérivable sur 2,
alors SaR f(2)dz = 0 pour tout rectangle R < (0.

Et pour finir, une caractérisation des formes différentielles d-fermées.

COROLLAIRE 3.11. Soit w une forme différentielle continue sur Q2. Alors w est d-
fermée si et seulement si SaRw = 0 pour tout rectangle R < §, ce qui revient a dire
que w est localement exacte.

Démonstration. Si w est d-fermée, alors SaRw = 0 pour tout rectangle R < €2 par
“Green-Riemann généralisé” ; et inversement, si cette propriété est vérifiée alors w est
extérieurement dérivable en tout point avec dw = 0, par définition. ]
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Preuve du théoréme. Supposons w extérieurement dérivable en tout point de R, et
fixons € > 0. Il s’agit de trouver une jauge § sur R telle que

S(duw, K) — f

OR
pour toute subdivision pointée §-fine de R constituée de rectangles homothétiques a
R.

Soit rg =

w’ée

% la régularité du rectangle R, et soit &’ > 0 & choisir ultérieurement.
am(R)

Par définition de la dérivabilité extérieure, on peut pour tout a € R, choisir d(a) > 0 tel
que la propriété suivante ait lieu : pour tout rectangle K < Q tel que a € K < D(ad(a))

et r(K)>=rp,ona

<d|K|.

|, v 1Kldsta)

En particulier, cette inégalité sera satisfaite pour tout rectangle K 3 a homothétique
a R tel que diam(K) < 26(a).

Le choix de d(a) pour tout a € R définit une jauge 0 sur R. On va montrer que
cette jauge convient si ' est assez petit.

Soit K = ((K1,a1),...,(Kn,ay,)) une subdivision pointée d-fine de R constituée
de rectangles homothétiques a R. Par définition de la jauge § et de la “d-finesse” on a
aj € Kj < D(aj,0(aj)), et donc

f w — | duo(ag)| < €' K|
OK;

pour tout j € {1,..., N}. D’apres I'inégalité triangulaire, on en déduit

N N N
S| e Nildetan| <€ 3 1Kl
j=17K; j=1 j=1

autrement dit

f w— S(dw,K)‘ << |R|:
oR

d’ol la conclusion souhaitée en choisissant ¢’ < TRl

4. Homotopie
4.1. Invariance de l’intégrale curviligne par homotopie.

DEFINITION 4.1. Soit Q un ouvert de C, et soient yo et 1 deuzx lacets dans Q (i.e.
deuz chemins fermés), paramétrés par le méme intervalle [a,b]. On dit que vo et 11
sont homotopes dans Q s’il existe une application continue H : [0,1] x [a,b] —
vérifiant les deux propriétés suivantes.

(a) Pour tout s € [0,1], le chemin I's : [a,b] — Q défini par I's(t) = H(s,t) est
un lacet (pas nécessairement de classe C! par morceaus).
(b) To = et 'y = 1.
On dit alors que H est une homotopie de vy a 1.

REMARQUES.
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(o) En termes un peu vagues mais imagés, vy et 1 sont homotopes dans €2 si “on
peut passer contintiment de 7y & -1 en restant dans Q7.

(i) On voit immédiatement que si H est une homotopie de vy & =1, alors 'appli-
cation (s,t) — H(1—s,t) est une homotopie de y; a p. Donc la définition de
I’homotopie est symétrique en vy et 1, ce qui justifie la terminologie “sont
homotopes” (qui est d’emblée symétrique).

(ii) En fait, la relation “étre homotopes dans 2" est une relation d’équivalence.
La preuve est laissée en exercice.

(iii) La définition dépend de I’ouvert (2 puisque I’homotopie H doit prendre ses
valeurs dans 2.

Exemples.
(1) Tout lacet ~ : [a,b] — C est homotope dans C & un lacet constant.
(2) Le lacet « : [0,27] — C* défini par v(t) = e n’est pas homotope dans C* &
un lacet constant.

Démonstration. (1) Fixons un point p € C. Si on définit H : [0, 1] x [a,b] — C par
H(s,t) = (1 —s)vy(t) + sp, alors H est une homotopie de 7 au lacet constant égal a p.
(2) Le résultat est intuitivement évident : on ne peut pas déformer continiment
sur un point un cercle centré en 0 sans passer par 0. Pour une preuve rigoureuse, il
faut attendre un peu. O

Erercice. Soient 0 < r < R. Montrer que les lacets définis sur [0, 27] par v, (t) = ret

et yr(t) = Re' sont homotopes dans C*.
Le résultat suivant est fondamental.

THEOREME 4.2. (invariance de I'intégrale curviligne par homotopie)
Soit Q0 un ouvert de C. Si~yy et y1 sont deux lacets homotopes dans 2, alors S’yo w=) w
pour toute 1-forme localement exacte w sur 2. En particulier, si v est un lacet

homotope dans  a un lacet constant, alors Sww = 0.

Pour la preuve, on a besoin de deux lemmes. Dans ce qui suit, on dira qu’une
application continue H : [¢,d] x [a,b] — C définie sur un rectangle [c,d] x [a,b] = R?
est séparément C! par morceaux si pour tout s € [c, d] fixé, le chemin ¢ — H(s,t)
est C1 par morceaux, et pour tout t € [a,b] fixé, le chemin s — H(s,t) est C! par
morceaux.

LEMME 4.3. Si vy et y1 sont deus lacets (de classe C' par morceauz) homotopes
dans Q, alors il existe une homotopie de vy & 1 qui est séparément C' par morceaus.

Démonstration. La preuve est un peu technique et ne présente pas un intérét
démesuré. On admettra donc le résultat. ]

LEMME 4.4. Soit R = [c,d] x [a,b] un rectangle de R?, et soit H : [c,d] x [a, b] —
continue et séparément C' par morceaux. Soit également vy un paramétrage admissible
de OR. Alors SHO'y w = 0 pour toute 1-forme localement exacte w sur ).

Démonstration. Remarquons d’abord que l'intégrale SHOWw est bien définie car
H o est un chemin C' par morceaux, d’apres 'hypothese faite sur H.

Fixons une 1-forme localement exacte w, et posons K = H(R). L’ensemble K est
compact par continuité de H, et tout point z € K posséde un voisinage ouvert V, sur
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lequel w est exacte. Soit € > 0 un nombre de Lebesgue pour K associé au recouvrement
ouvert (V.),ex. Comme H est uniformément continue sur le compact R, on peut
quadriller R en rectangles Ry, ..., Ry tels que le diametre de chaque ensemble H(Ry)
est inférieur & e. Alors w est exacte au voisinage de chaque H(Ry), par définition de
e. En notant -, un paramétrage admissible de 0Ry, on a donc Hoy, W = 0 pour tout
k. (Cette intégrale est bien définie car H oy est C' par morceaux par hypotheése sur
H). Enfin, on a SHovw = Z}JCV:1 § Hov, @ d’apres une variante “évidente” du lemme de
quadrillage 1.9, dont la preuve est un bon exercice de rédaction. Donc HoyW = 0. O

Preuve du théoréme J.2. Soient vp,71 : [a,b] — Q deux lacets (de classe C! par
morceaux) homotopes dans €, et soit w une 1-forme localement exacte sur €. Par le
lemme 4.3, on peut trouver une homotopie séparément C' par morceaux H : [0,1] x
[a,b] — Q de 79 & 1. Soit R = [0,1] x [a,b], et soit 7 un paramétrage admissible
de OR. Par le lemme 4.4, on a SHO w = 0 D’autre part, en notant ¢, : [0,1] — Q et

:[0,1] — € les chemins définis par cq(s) = H(s,a) et cp(s) = H(s,b), on a

). Ll f ),

Enfin, on a ¢, = ¢, puisque tous les chemins ¢t — H(s,t) sont des lacets. Ainsi, on

obtient
f w— J w=20.
7 Yo

La deuxieme partie du théoreme est immédiate puisqu’on a évidemment Scw =0
pour tout lacet constant c. O

COROLLAIRE 4.5. (“théoreme de Cauchy homotopique”)
Si f est une fonction holomorphe sur 2, alors SV f(2)dz = 0 pour tout lacet homotope
dans Q a un lacet constant.

COROLLAIRE 4.6. Le lacet v défini sur [0,2n] par v(t) = € n’est pas homotope
dans C* a un lacet constant.

Démonstration. On a Sv % = 2iw # 0, d’ou le résulat par le théoreme de Cauchy

homotopique.
O

Ezercice. Soient m, n € Z et soient 7y, et 7y, les lacets définis sur [0, 27] par v, (t) =
Mot y,(t) = €. A quelle condition v, et 7, sont-ils homotopes dans C* ?

4.2. Ouverts simplement connexes.

DEFINITION 4.7. Soit Q un ouvert de C. On dit que  est simplement connexe
s’il est connexe et si tout lacet dans €2 est homotope dans  a un lacet constant.

Remarque. Appelons trou d’un ouvert 2 toute composante connexe bornée de C\{2.
Si un ouvert €2 possede un trou, on voit bien qu’un lacet entourant ce trou ne peut pas
étre déformé contintiment sur un point en restant dans €2, i.e. n’est pas homotope dans
() & un lacet constant. Intuitivement, il est donc clair qu’un ouvert simplement connexe
n’a pas pas de trous. Il est peut-étre moins clair que les trous sont la seule obstruction
a la simple connexité, i.e. que tout ouvert sans trous est simplement connexe. C’est
effectivement vrai, mais la démonstration est loin d’étre évidente.

Exemples.
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(1) Tout ouvert convexe est simplement connexe.

(2) Tout ouvert € étoilé par rapport & un point p (i.e. [p, z] < Q pour tout z € )
est simplement connexe.

(3) Si L est une demi-droite de C, alors 2 = C\L est simplement connexe.
(4) 2 = C* n’est pas simplement connexe.

(5) Si K est un compact non vide de C, alors Q = C\K n’est pas simplement
connexe.

Démonstration. (2) Si~y : [a,b] — £ est un lacet dans €2, on définit une homotopie
(dans Q) de « au lacet constant égal & p en posant

H(s,t) =sp+ (1 —s)v(t).

Comme tout ouvert convexe est étoilé (par rapport a n’importe lequel de ses points),
(1) est un cas particulier de (2).

Pour (3), il suffit d’observer que si on note a 'origine de L, alors C\L est étoilé par
rapport a tout point p € L*\{a}, ou L* est la demi-droite symétrique de L par rapport
aa.

Pour (5), choisissons un point a € K et R > 0 tel que K < D(a, R). Si on pose
Y(t) = a + Re', t € [0,27], alors 7 est un lacet dans Q et { -2 = 27 # 0. Comme la

vy z—a

fonction z — ﬁ est holomorphe sur Q (puisque a ¢ 2), cela montre que y n’est pas
homotope dans €2 & un lacet constant, d’apres le théoreme de Cauchy homotopique.
Donc ) n’est pas simplement connexe.
Enfin, (4) est un cas particulier de (5), qui a d’ailleurs déja été rencontré.
0

THEOREME 4.8. Si Q < C est un ouvert simplement connewe, alors toute 1-forme
localement exacte sur ) est exacte. En particulier, toute fonction holomorphe sur )
possede des primitives holomorphes.

Démonstration. Soit w une 1-forme localement exacte sur 2. D’apres le théoreme
4.2, 0n a SV w = 0 pour tout lacet v dans €. Donc w est exacte d’apres le théoreme 1.6.

g

COROLLAIRE 4.9. Si Q est simplement connexe, alors toute fonction f holomorphe
sur Q et sans zéros posséde un logarithme holomorphe. Autrement dit, si [ :
Q — C est holomorphe et si f(z) # 0 pour tout z € Q, alors il existe une fonction
holomorphe g telle que €9 = f.

Démonstration. Comme f ne s’annule pas, la fonction f/'/f est bien définie et
holomorphe sur 2 ; elle possede donc une primitive holomorphe g. On a alors

(e f) =e (=g f+[f)=0,
donc la fonction C' = e™9 f est constante puisque €2 est connexe. Si on fixe un point zg €
2, on peut supposer, quitte a rajouter une constante a g, que g(zp) est un logarithme de
f(z0) : il suffit de remplacer g par g+ ¢, ou ¢ vérifie e¢ = e=9(20) f(z,). Alors C(z) = 1,
donc C' est identiquement égale a 1, autrement dit f = e9.
O

COROLLAIRE 4.10. Soit Q un ouvert simplement connexe. Si u est une fonction
harmonique sur Q) et a valeurs réelles, alors il existe une fonction f € H(QY) telle que
Re(f) = u.
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Remarque. Rappelons qu ;me fonction u est dite harmonique si elle est de classe C2
2332 + 6y
que toute fonction holomorphe f est harmonique ; et comme A(Re(f)) = Re(Af) pour
toute fonction f, on en déduit que si f est une fonction holomorphe, alors la fonction
Re(f) est harmonique. Ceci ne dépend pas de 'ouvert ot les fonctions sont définies.
La réciproque est fausse en général, mais devient vraie si () est simplement connexe :

c’est le contenu de 1’énoncé précédent.

et vérifie Au = 0, ou Au = “u. Comme on a également A = 4 aga , il est clair

Preuve du corollaire /.10. Soit u :  — R une fonction harmonique. Comme A =

2
0 (ou
&z<6z>_0’
ﬁu

4 agﬁ7 on a

et donc la fonction g = 5= est holomorphe sur 2. Comme {2 est simplement connexe,

on peut donc trouver une fonction f € H (Q) telle que f' = 2%- Alors la fonction
1 B\ vérifie Oh ah 1of _ 1 _ da _ @ N

h:Be(f) :‘ﬁ(f‘—kf) verlﬁe & = 2f’: So,et 52 = QO—JZ_C =5f =%=%, ogla

dernieére égalité vient du fait que u est a valeurs reelles. Par conséquent, la fonction

Re(f) — u est constante ; et quitte & rajouter une constante & f, on peut supposer que
Re(f) —u=0. O

5. Indice d’un lacet par rapport a un point

5.1. Définition et interprétation géométrique. Commencons par démontrer
qu’on peut toujours trouver des déterminations continues du logarithme “le long d’un
chemin” (ne passant pas par 0).

PROPOSITION 5.1. Soit p € C, et soit 7 : [a,b] — C un chemin ne passant pas
par p, i.e. ¥(t) # p pour tout t € [a,b]. Soit l, € C un logarithme de v(a) — p, et soit

l:[a,b] — C définie par
t A
1) = 1, +f ) g

a 7(8) -p
Alors [ est une détermination continue du logarithme le long de v—p. Autrement
dit, | est continue et on a

pour tout t € [a,b].

Démonstration. Supposons d’abord ~ de classe C'. Alors [ est de classe C!, avec
V(t) = 28 . §i on pose p(t) = e~ O (y(t) — p), al
- pose p(t) = e~ ((t) — p), alors

(1)
() = (') (v(t) —p) + L)Y () = 0,
donc ¢ est constante; et la constante vaut 1 car ¢(a) = e~'a(y(a) — p) = 1. D’ou le
résultat dans ce cas.
Si v est seulement de classe C' par morceaux, on subdivise [a,b] en intervalles
[a0,a1], ..., [an_1,an] sur lesquels v est de classe C'. Alors €!®) = ~(t) — p pour tout

t € [ag,a1] d’apres le premier cas. Pour t € [a1,a2], on a I(t) = l(a1) + Sal G S) S ds
d’apres la relation de Chasles. Comme [(a1) est un logarithme de y(a1) — p, on a donc
e!® = ~(t) — p pour tout t € [a1,az], d’aprés le premier cas appliqué sur Pintervalle
[a1,as]. De proche en proche, on obtient e) = ~(t) — p pour tout t € [a,b]. Enfin,
la fonction [ est continue en tant qu’intégrale indéfinie d’une fonction continue par

morceaux. [l
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Remarque. En fait [ est de classe C! par morceaux, et elle est de classe C* si v est
de classe CF, k > 1.

COROLLAIRE 5.2. (paramétrage “en coordonnées polaires”)
Soit v : [a,b] — C un chemin tel que y(t) # 0 pour tout t € [a,b], et posons r(t) =
|v(t)|. Alors on peut écrire
(t) = r(t)e”,
ot 0(t) € R et la fonction 0 est continue. On dit que 0 est une détermination conti-

nue de Uargument le long de . Si v est de classe CF, k > 1, alors on peut prendre
6 de classe C*.

Démonstration. Avec les notations de la proposition (et p = 0), écrivons [(t) =
x(t) +i0(t), ou = et O sont des fonctions continues & valeurs réelles, de classe C* si v
est C1. Comme e'®) = (1), on a r(t) = |[y(t)] = ¢*®, et donc y(t) = r(t)e?®). O

COROLLAIRE 5.3. Soit p € C. Si v est un lacet ne passant pas par p, alors le

nombre complexe Sw dep est un multiple entier de 2ur.

Démonstration. Avec les notations de la proposition, ce nombre est égal & SZ wz;gs—)p ds,
autrement dit & [(b) —I(a). Comme !®) = 4(b)—p = v(a)—p = (@) on a !®)—Ha) — 1,
d’ou le résultat. OJ

DEFINITION 5.4. Soit p € C, et soit v : [a,b] — C un lacet ne passant pas par p.
L’indice de v par rapport a p est le nombre entier 1(y,p) défini par

1 dz

T - .
(v,p) = 5 i

Cette définition est purement analytique, et peut sembler un peu opaque. On va voir
maintenant qu’on peut aussi définir I'indice de maniere beaucoup plus géométrique.

DEFINITION 5.5. Soit ~y : [a,b] — C un chemin ne passant pas par 0. La variation
de Uargument le long de ~ est la différence 0(b) — 0(a), ot 0 est n’importe quelle
détermination continue de l’argument le long de 7.

Remarque. Le fait que 6(b) — 0(a) ne dépende pas de la détermination 6 vient de
ce que que deux déterminations de 'argument le long de v different d’une constante
(multiple de 27). En effet, si 0; et 02 sont deux telles déterminations, alors 6; — 62 est
une fonction continue sur [a,b] & valeurs dans 27Z, donc 61 — 62 est constante d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires.

Le lemme suivant donne l'interprétation géométrique de I'indice.

LEMME 5.6. Soit p € C, et soit v : [a,b] — C un lacet ne passant pas par p. La
variation de l’argument le long de y—p est égale a 27 I(vy,p). Ainsi, I(7y,p) s’interpréte
géométriquement comme le nombre de tours effectué par le lacet v autour du point
p dans le sens trigonométrique.

Démonstration. Soit 6 une détermination continue de I’argument le long de v — p.
Alors L(t) = log|vy(t) — p| +i0(t) est une détermination continue du logarithme le long
de 7 —p. Comme deux telles détermination different d’une constante (multiple de 2ir),
on a donc L(b) — L(a) = I(b) —(a), ou [ est la détermination donnée par la proposition
5.1. Mais I(b)—I(a) = 2im I(~, p) par définition de 'indice, et L(b)—L(a) = i(0(b)—06(a))
car |y(b) — p| = |v(a) — p|. On a donc bien 0(b) — 6(a) = 2w I(~, p). O
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5.2. Formule de Cauchy “homotopique”. L’importance de I’indice en analyse
complexe vient du résultat suivant, qui est une autre version de la formule de Cauchy.

THEOREME 5.7. (formule de Cauchy homotopique)
Soit Q un ouvert de C, et soit v un lacet dans ), d’image I'. On suppose que ~ est
homotope dans 2 a un lacet constant. Si f est une fonction holomorphe sur 2, alors
L [ f(z)
- 4= = 1(7,0) f(a)
i),z —a

pour tout point a € Q\I'.

Démonstration. Fixons f et un point a € Q\I'. Soit g : Q@ — C la fonction définie
par

G-t
9(2) = o
f'(a) siz=a

La fonction g est continue sur 2 et holomorphe sur Q\{a} ; elle est donc holomorphe
sur §) d’apres le corollaire 2.3. Comme v est homotope a un lacet constant, on a donc
Sw g(z) dz = 0 d’apres le théoréeme de Cauchy homotopique. Comme = ne passe pas par
a, cela s’écrit

Mdz= Mdz=f(a)><2i7rI(fy,a).

,YZ—(I ,YZ—CL

O

5.3. Théoréme des résidus “homotopique”. Le théoréeme suivant est la ver-
sion homotopique de la formule des résidus.

THEOREME 5.8. Soit Q un ouvert de C, et soit f une fonction holomorphe sur
O\S, ou S est un ensemble fini. Si vy est un lacet dans Q0 ne passant par aucun point
de S et homotope dans €2 a un lacet constant, alors

J f(2)dz = 2im Z I(~y,a)Res(f,a).
v aesS
Démonstration. Pour a € S, notons ¢, (a), n € Z les coefficients du développement
en série de Laurent de f au voisinage de a. On sait que la série >, _,cn(a)(z —a)”
converge en tout point z € C\{a}. Comme il s’agit d’une série entiere en w = (z —a)~!,
on en déduit que la fonction g, définie par
—1
9a(?) = Z cn(a)(z —a)™"
n=-—0o
est holomorphe sur C\{a}. Donc la fonction h définie par
h(z) = f(z) = 3] 9a(2)
aesS
est holomorphe sur Q\S. De plus, par définition, h posséde une singularité éliminable
en tout point a € S'; donc h est holomorphe sur 2. Par le théoréeme de Cauchy homo-
topique, on a donc S,Y h(z)dz = 0, autrement dit

(5.1) J f(z)dz = 2 9a(2) dz.

aeS Y7
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Par ailleurs, comme la série définissant g,(z) converge normalement sur tout com-
pact de C\{a} et que 7 ne passe par a, on peut écrire pour tout a € S :

-1

L ga(z)dz =Y cn(a)f(z—a)”dz.

n=—ao vy

De plus, si n < —1, alors (z — a)™ possede une primitive holomorphe sur C\{a}, a
savoir n%rl (z —a)"*!. Comme 7 est un lacet, on a donc Sv(z — a)™dz = 0 pour tout
n < —1. Par conséquent,

f 9a(2)dz = c_1(a) f (z—a)"'dz = Res(f,a) x 2inl(y,a).

v

Ceci étant vrai pour tout a € S, on voit que (5.1) est la formule annoncée. O

Remarque. Si l'ouvert 2 est simplement connexe, alors la formule de Cauchy
homotopique, le Théoreme de Cauchy homotopique et le Théoreme des résidus homo-
topique sont valables pour tout lacet v dans €.

5.4. Calcul pratique de ’indice. Pour pouvoir utiliser la formule de Cauchy
homotopique, il faut étre capable de calculer des indices. On va maintenant donner
une méthode géométrique tres facile a utiliser. Introduisons d’abord la terminologie
suivante.

DEFINITION 5.9. Soit 7 : [a,b] »>— C un chemin dans C et soit L < C une demi-
droite d’origine p. On dit que v traverse L en un point c €la,b[ si y(c) € L et s’il
existe € > 0 tel que y(t) ¢ L pourt € [c—e,c[u]ec,c+ €] et l'une des deux propriétés
sutvantes ait lieu :

(+) Quand t décrit lintervalle [c — €, c + €], la demi-droite [p,~(t)) “tourne dans
le sens trigonométrique”.

(=) Quandt décrit lintervalle [c — €, c + €], la demi-droite [p,~(t)) “tourne dans
le sens anti-trigonométrique”.

On dit que 7y traverse positivement L dans le cas (+), et négativement dans le cas
FEzercice. Donner un sens précis a I’expression “tourner dans le sens trigonométrique”.

Remarque. 11 est compris dans la définition que v ne traverse pas L aux points a
et b.

PROPOSITION 5.10. (calcul pratique de 'indice)
Soit p € C et soit 7 : [a,b] — C un lacet ne passant pas par p. On suppose qu’il existe
une demi-droite L d’origine p tel que v~ 1(L) est fini et que v traverse L en tout point
c e v~ Y(L). Notons n™ le nombre de points ¢ ot vy traverse positivement L, et n~ le
nombre de points ¢ ou vy traverse négativement L. Alors

1(7717) = 7’L+ -n .
Démonstration. Par translation et rotation (i.e. quitte & composer v par une si-
militude affine comme dans la preuve de la proposition 2.2), on se rameéne au cas ou

p=0et L=R".
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Pour u,v € [a,b], u < v, notons V' (u,v) la variation de l'argument de ~(t) entre u
et v, i.e. la variation de 'argument le long de 7[,,]. L'interprétation géométrique de
I’indice nous dit que

V(a,b) = 2w I(v,0).
D’autre part, en notant v~ *(L) = {c1,...,cn} aveca <c; <ca <---<cy < b, on a
N-1
V(a,b) = V(a,c1) + Y, Vlci,cir) + Vien,b).
i=1

Pour i € {1,..., N}, posons ¢; = +1 si v traverse R~ positivement au point c¢;,
et ¢; = —1 si v traverse négativement. En notant arg la détermination principale de
I'argument sur C\R™, la fonction ¢ + arg(y(t)) est continue sur [a,b]\y }(R™) =
[a,c1[u]er, co[u - Ulen—1,en[u Jenb|. De plus il découle directement des définitions
qu’on a

lim arg(y(t)) =e;m et lirqr arg(y(t)) = —eim

t—c; t—c;

pour tout i € {1,..., N} (faire un dessin!).

On en déduit que la fonction ¢ — arg(y(t)) se prolonge par continuité a chaque in-
tervalle [a, c1], [c1, c2] ..., [en—1], [en, b] ; et chaque prolongement est une détermination
continue de 'argument le long de y entre les bornes de 'intervalle considéré. On a donc
V(a,c1) = exm—arg(vy(a)), V(ci, ciy1) = eipam—(—ei)m = (i +€i+1)7 pour tout i < N,
et V(en,b) = arg(y(b)) — (—enm) = arg(y(b)) + enn. Par suite, et comme ~(b) = v(a),
on obtient

N-1
2l (y,p) = eim—arg(y(a)) + Z gi + &iy1) T+ arg(y(b)) + enm
i=1

N

= 27 Zz’:‘i
i=1

= 2r(nt —n").






Chapitre 5
Résidus

1. Le “théoréme des résidus”

1.1. Enoncé et preuve du théoréme.

DEFINITION 1.1. Soit a € C, et soit f une fonction holomorphe dans un voisinage
épointé de a, c’est-a-dire un ouvert de la forme W\{a}, ou W est un voisinage de a.
Le résidu de f au point a est le coefficient de ﬁ dans le développement de Laurent

de f dans n’importe quel disque épointé D(a,r)\{a}; on le note Res(f,a). Autrement
+o0
dit, si f(z) = >, cn(z—a)™ dans un disque épointé D(a,r)\{a}, alors

n=—0o0
Res(f,a) = c_1 .
Le lemme suivant a déja été démontré.

LEMME 1.2. Soit, a € C, et soit f une fonction holomorphe sur W\{a}, ou W est
un voisinage ouvert de a. Sir > 0 est tel que D(a,r) < W, alors

J f(2)dz = 2imr Res(f,a).
0D(a,r)

Démonstration. C’est la proposition 6.4 du Chapitre 3 avec n = —1.

Mentionnons également deux faits évident mais tres utiles :

Ezercice 1. Montrer que si f et g sont holomorphe dans un voisinage épointé de a,
alors Res(f + g,a) = Res(f,a) + Res(g, a).

Ezxercice 2. Montrer que si le point a est une singularité éliminable pour f, alors

Res(f,a) = 0.
Voici maintenant le résultat principal du chapitre.

THEOREME 1.3. (formule des résidus)
Soit Q un ouvert de C, et soit f une fonction holomorphe sur Q\S, ou S est un fermé de
Q sans points d’accumulation dans 2. Soit également K <  un domaine élémentaire,
et supposons que 0K ne contienne aucun point de S. Alors S n’a qu’un nombre fini de
points dans K, et on a la formule des résidus

f(z)dz = 2im Z Res(f,a).
08 aeSNnK

Démonstration. Comme S n’a pas de points d’accumulation dans €2, on sait que S
n’a qu’'un nombre fini de points dans tout compact de €2, donc en particulier dans K
(voir la preuve du corollaire 3.8, Chapitre ?7).

93
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Par hypothese, les points de K n S sont tous dans K. Comme ces points sont en
nombre fini, on peut donc trouver r > 0 tel que D(a,r) K pour tout a € S n K.
Posons alors L = K\|J,cg~x D(a,r). Par définition, L est un domaine élémentaire
contenu dans Q\S, donc f est holomorphe au voisinage de L. D’apres le théoréme de
Cauchy, on a donc §,, f(z)dz = 0. Autrement dit :

0 = f(z)dz — Z J f(z)dz
0K aeSnK J0D(a,r)
= f(z)dz — 2im 2 Res(f,a),
oK aeSNK
d’apres le lemme 1.2. O

Remarque. Lorsque S = (J, i.e. f est holomorphe sur €2, la formule des résidus
donne SaK f(2)dz = 0, autrement dit le théoréme de Cauchy. De méme, lorsque f est

holomorphe sur Q et qu’on applique la formule des résidus a g(z) := ﬁ (—Zc)u otaeK

(donc avec S = {a}), on obtient la formule de Cauchy. Ainsi, le théoreme des résidus
est formellement une généralisation du théoréme de Cauchy et de la formule de Cauchy.

1.2. Calcul pratique d’un résidu dans le cas d’un podle. Soit a € C, et
soit f une fonction holomorphe dans un voisinage épointé de a. On va expliquer com-
ment calculer Res(f,a) lorsque a est un pdle pour la fonction f. Rappelons que par
définition, cela signifie qu’il existe un entier p > 1 et deux fonctions u et v holomorphes
au voisinage de a, avec u(a) # 0 et v possédant un zéro de multiplicité p en a, tels que

au voisinage de a. Il revient au méme de dire qu’on peut écrire
u(z)
(z —a)Pvi(z)

au voisinage de a, ot u et v sont holomorphes avec u(a) # 0 et v1(a) # 0; ou encore
qu’on peut écrire

f(z) =

fla) = 2

G~ ay
au voisinage de a, ol g est holomorphe et g(a) # 0.

LEMME 1.4. Supposons que a soit un pole simple pour f, i.e. un pole de multi-
plicité p = 1.
9(2)

(z—a)’

o Si f s’écrit sous la forme f(z) = avec g holomorphe au voisinage de a,

alors
(PS1) Res(f.a) = g(a) = lim (= — a)f(2) .

u(z)

o Si f s’écrit sous la forme f(z) = Gma)jur(z) vec u,v holomorphes au voisinage

de a et vi(a) # 0, alors

(PS2) Res(f,a) = u(a) .
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o Si f s’écrit sous la forme f(z) = ZE;; ave u,v holomorphe au voisinage de a et

v ayant un zéro simple en a, alors

u(a)

V(@)

(PS2’) Res(f,a) =

Démonstration. Pour (PS1), on développe g en série entiere,
e}
Z (z—a)"

On en déduit f(z) = dn(z —a)" 1, autrement dit

gL

0

Z dpt1(z — a)"

n=—1

Le résidu de f en a vaut donc dy = g(a), ce qui prouve (PS1). La formule (PS2) s’en
déduit immédiatement en posant g = -

Pour (PS2’), on écrit v(z) = (z — a)vi(z), ou v; est holomorphe au voisinage de

a avec vi(a) # 0, et on applique (PS2) en remarquant que vi(a) = lim,_,, Z(fg =

v'(a). O

Les trois formules (PS1), (PS2) et et (PS2’) sont tres efficaces pour calculer un
résidu en un pole simple, et avec un peu d’habitude on voit immédiatement sur un
exemple donné laquelle est la plus facile a utiliser. Il faut cependant impérativement
garder a l'esprit que ces formules ne sont valables que pour un péle simple. (En réalité,
ce n'est pas tout a fait vrai : comme on n’a jamais utilisé le fait que u(a) # 0, les
formules sont encore vraies si a est une singularité éliminable).

Exemple 1. Soit f(z) = tanz = SIBZ2 .

Cos z

La fonction f est holomorphe sur C\S, ou S = {(2k +1)%; k € Z}. Si a =

29
(2k + 1) Z € S, alors cos z a un zéro simple en a car cos'(a) = —sina = (—1)F*1 2 0.
D’apres (PSQ), on a donc Res(f,a) = C(S)‘SI}(Z) = _Slsrillfa = —1, pour tout a € S.

Exemple 2. Soit f(z) = 175 -

La fonction f est holomorphe sur (C\S ou S est ’ensemble des racines 6-iemes de

—1, autrement dit S = {ei(%%%); 0<k< 5} Sia=el(5+h5) ¢ S, alors a est un zéro
simple de v(z) = 1+ 25, avec v'(a) = 6a = —5 puisque a® = —1. Donc Res(f,a) = —4%
pour tout a € S.

LEMME 1.5. Supposons que a soit un pole de multiplicité p = 1 pour f, et écrivons

flz) = (ngz))p, ot g est holomorphe au voisinage de a. Notons c,(g) les coefficients du
développement en série entiére de g au voisinage de a. Alors
(p—1)
g a
(Pa) Res(f.a) = epa(g) = &)

(p—1)!
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Démonstration. Comme g(z) = Y, cn(9)(z — @)™, le développement de Laurent
de f en a s’écrit
e ¢] e ¢]
1) = Y el - = Y eniplo)z —a)",
n=0 n=—p

d’ou le résultat. O

Remarque. La deuxieme identité dans (PM) est peu utilisable si p est grand puis-
qu’il faut dériver p — 1 fois la fonction g, mais elle fonctionne assez bien pour p = 2 ou
3. Si p est vraiment grand, il faut se débrouiller pour calculer le coefficient ¢,—1(g) sans
dériver g, par exemple en déterminant directement le développement en série entiere
de g; cf 'exemple donné & la fin de la Section 6 du Chapitre 3.

Exemple. Soit f(z) = m'

La fonction polynomiale v(z) = 2z + 322 — 4 admet 1 comme racine “évidente” ; et
en factorisant par z — 1, on trouve v(z) = (z — 1)(z + 2)2. Donc f(z) = m est

holomorphe sur C\{1, —2}, avec un pole simple en 1 et un pole double en —2. D’apres

(PS2), on a Res(f,1) = #(1) avec v1(z) = (2 + 2)%, i.e. Res(f,1) = & - D’apres (PM),

on a Res(f,2) = # avec g(z) = =1+, i.e. Res(f, —2) = —%-

z—17
2. Exemples de calculs d’intégrales

Dans cette section, on donne trois exemples montrant que le théoreme des résidus
peut se révéler remarquablement efficace pour calculer certaines intégrales n’ayant a
priori aucun lien avec ’analyse complexe.

La stratégie est toujours la méme pour calculer une intégrale inconnue I. On ap-
plique le théoreme des résidus a une fonction holomorphe f bien choisie (en général
facile a trouver) sur le bord d’'un domaine élémentaire K également bien choisi (et
parfois difficile a trouver) dépendant d’un ou plusieurs paramétres. Le bord de K se
décompose en un certain nombre de morceaux, et I'intégrale de f sur le bord de K est
la somme des intégrales sur chacun des morceaux. En général, I'une de ces intégrales
tend vers I'intégrale cherchée I quand les parametres tendent vers certaines bornes. Si
on a de la chance, on sait aussi déterminer les limites des autres intégrales (parfois en
fonction de I), et on obtient alors la valeur de I en passant a la limite dans la formule
des résidus.

2.1. Fonctions rationnelles sans poles réels.

PROPOSITION 2.1. Soit f(z) = ggzg une fraction rationnelle sans poles réels, avec

deg(Q) = deg(P) + 2. On note Pt l’ensemble des poles de f a partie imaginaire
strictement positive. Alors
+oo
f@)dt = 2irm Z Res(f,a).
o acPt

Démonstration. L’intégrale I = szg f(t) dt est bien définie car f est continue sur

R et f(t) = O(1/t?) en +oo, par hypothese sur P et Q.
Posons Ry = max{|a|; a pole de f}, et pour R > Ry, considérons le domaine
élémentaire
Kr={2€C; |z] < Ret Im(z) = 0}.
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La fonction f est visiblement holomorphe au voisinage de Kp\P*t. D’apres le
théoreme des résidus, on a donc

(2)dz = 2imw Z Res(f,a),

KR aeP+

autrement dit .
J f@t)dt + f(2)dz = 2im Z Res(f,a),
R TR acP+

ot vg : [0, 7] — C est défini par vgr(t) = Re®. Pour conclure, il suffit donc de montrer
que lintégrale §  f(2) dz tend vers 0 quand R — oo.

En posant M (R) = sup{|f(2)|; |z| = R}, on a
fe)a:| < | 15l
TR TR
< M(R)x7R.

Comme M(R) = O(1/R?) quand R — o0, on en déduit ‘SWR f(2) dz’ = O(1/R),
d’ou le résultat.

]
¢t dt
Exemple. Calcul de I = §" " 15
La fonction f(z) = H% vérifie les hypotheéses de la proposition, avec Pt =
{eim/6 ¢im/2 idT/6y — (eim/6 4 i57/6}  De plus, on a vu que si @ est un pole de f,
alors Res(f,a) = —%. On a donc
1/ . .
I = 2imx 6 (6”/6 +i+ 615”/6>

= 3 1 ZS1H6
21
3

2.2. Transformées de Fourier. Si f est une fonction intégrable sur R, sa trans-
formée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

flay = | st
R
Cette définition a un sens : la fonction intégrée est effectivement intégrable sur R
puisque | f(t)e ™| = [f(1)].

PropoSITION 2.2. Soit f une fonction intégrable sur R. On suppose que f se
prolonge en une fonction holomorphe (encore notée f) au voisinage de U\S, ot U est
le demi-plan {Im(z) > 0} et S est une partie finie de U, telle que |f(z)] — 0 quand
|z] — o0, 2 € U. Sous ces hypothéses, on a pour tout o > 0 :

f(—a) = 24w Z Res(f(2)e'**,a).
aesS

Démonstration. Fixons a > 0. Pour R > Ry = max{|a|; a € S}, on considére &
nouveau le demi-disque

Kr={2€C; |z] < Ret Im(z) = 0}.
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La fonction g(z) = f(2)e'®* est holomorphe au voisinage de Kg\S, et tous les
points de S sont dans K. D’apres le théoreme des résidus, on a donc

R . . .
f f(t)et dt + f(2)e"**dz = 2im Z Res(f(2)e'**,a).
—k R aes
ot vg : [0,7] — C est défini par yg(t) = Re®. L'intégrale S?R f(t)ei dt tend vers

f(—oz), donc il suffit de montrer que SVR f(z)e**dz — 0 quand R — oo.
On a

(2)e'* dz
TR

f f(Reit) eiaReit iRe™ dt‘

0

< f F(Re™)||6Re"| R dt
0

— RJ |f(R€it)|€—Rasintdt
0

<1Mﬂmfe*wmﬁ,
0

ou on a posé M(R) =sup{|f(2)|; |z| = R}.

De plus, Dintégrale § e~ st 4t est égale & 2 Sg/ 2 e~Rasint gt comme on le voit en
éerivant § = SO% + S% et en changeant ¢ en ™ —t dans l'intégrale S% Comme sint > 2 ¢
pour t € [0, 7/2] par concavité du sinus, on en déduit

fﬂ efRasint dt < ) f 6704R%t dt
0 0

2aR

s

= - (1 —aR
T (1R
T

< .
aR

Au total, on obtient donc
(Z)eiaz dZ‘ < E M(R)’
R @

d’ou le résultat puisque M (R) tend vers 0 quand R — oo, par hypothese sur f. O

FEzxercice. Peut-on montrer que S"/R f(2) dz tend vers 0 par une application directe
du théoréeme de convergence dominée ?

Exemple. Calcul de I(z) = § Ccl)i(fgt) dt pour x € R.

cos(xt)
1+¢2

1.
S T

La fonction & intégrer est effectivement intégrable sur [0, 00| car

donc I(x) est bien définie pour tout x € R.
La fonction I est visiblement paire, et on a 1(0)
Pour x = a >0, o0n a

+00 +00 it
H®=1f C%mﬂﬁ:1M3f ).
2) o 1+1¢2 2 o 142

0 dt s

o 1T+2 T 2
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T 1 £ N . 1

Autrement dit : I(a) = 5 Re f(—a), ot f(t) := 17

La fonction f(z) = H% est holomorphe sur C\{i, —i}, et f(z) tend vers 0 quand

|z| — o0. On peut donc appliquer la proposition précédente avec S = {i}. Le point i
est un pole simple pour f(z)e'**, donc

Res(f(2)e'?, 1) = -

On en déduit f(—a) =2im x &~ =me @, don I(z) =
I est paire, on obtient ainsi

e~ pour a > 0. Comme

pour tout x € R.
2.3. Un exemple plus compliqué. Dans cette sous-section, on va calculer pour

tout a €0, 1[, l'intégrale
©dt
L= | ———.
0 t*(1+1)

Notons que [, est bien définie et strictement positive, en tant qu’intégrale d’une
fonction mesurable strictement positive (!). Mais évidemment, I, est une “vraie”
intégrale (i.e. I, < o) car la fonction ¢ — m est continue sur |0, o[ et équivalente
a t% en 0 et & ta% en +00, donc intégrable sur |0, o[ puisque « €0, 1[.

Suivant la stratégie exposée plus haut, on a envie d’appliquer le théoreme des
résidus a f(z) = m sur des domaines élémentaires bien choisis. Cela étant, deux

problemes se posent immédiatement :

e donner un sens a z%;

e trouver des domaines élémentaires bien adaptés au probléeme.

Donner un sens a z® n’est pas difficile : on choisit une demi-droite A d’origine 0
et on prend la détermination principale de z® dans C\A. Maintenant, on a le choix de
la demi-droite A, et c’est la recherche du “bon” choix qui va en fait donner I'idée des
domaines élémentaires a considérer.

Si on regarde la définition de I, on voit que la demi-droite A = [0, o[ doit jouer
un role. Paradoxalement, c’est cette demi-droite qu’on va enlever pour définir z¢ alors
qu’on veut calculer une intégrale sur A. On définit donc officiellement la fonction f
sur Q = C\([0,0[u{—1}) par

1
1(z) = 241+ 2)’
ou z® est défini en prenant argument dans ]0, 27|, puisque la demi-droite [0, o[ cor-
respond a l'argument # = 0 (modulo 27).

Ce choix n’est pas si surprenant si on garde a l’esprit la recherche des domaines
élémentaires, qui doivent dépendre de certains parametres appelés a tendre vers cer-
taines limites : pour retrouver A = [0, (et donc I,) dans le processus de passage
a la limite, il suffira de prendre des domaines élémentaires dont certains morceaux
“tendent” vers [0,c0[. D’autre part, ces domaines doivent contenir le point a = —1
(le seul pole de f(z)) dans leur intérieur si on veut que le théoréme des résidus donne
une information intéressante, et ils doivent étre disjoints de [0, o[ puisque f n’est pas
définie sur [0, oo].
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Ces remarques devraient rendre moins “parachutée” la définition qui suit : pour
€ et R vérifiant 0 < € < 1 < R, on notera K. le domaine élémentaire de type
“pac-man” délimité par le demi-cercle C; = {|z| = &, Re(z) < 0}, les deux segments
Ity = lie,ie + VR? —¢€?], I, = [—ie,—ic + VR? —¢€?], et l'arc de cercle I'.g =
{Re?; 0 € [~m;7], |0] = O-g}, ot O-r = arctan (¢/+/R2 — 2). Bien entendu, un dessin
est indispensable ici !

La fonction f est holomorphe dans €2 et possede un pole simple en —1, avec

Res(f,—1) = (_11)04 = o,

Comme —1 € K, cR, la formule des résidus s’écrit donc
(2.1) J f(2)dz = 2im e |
0K
Quand ¢ tend vers 0, 'intégrale ch f(2)dz tend vers 0 car
3T
1 ,
J ’ . e dt

= (eet)(1 4 eett)

2

f’% edt
= e*[l+ eett|

f(z)dz

1
< Y X e
_ome @
 1-c¢
et o < 1.
L'intégrale §. f(z)dz = gﬂ ber jR1-0 elzj:Raz): df tend vers SSW iR~ ellj_lR:w do

quand ¢ — 0 (d’apres le théoreme de convergence dominée) car 6. r tend vers 0 et la
fonction apparaissant sous l'intégrale est intégrable sur [0, 27].

Si t €]0, 0, alors (t + ie)® tend vers t* et (t —ic)® tend vers e27*t% quand ¢ tend
vers 07, car l’argument de t + ie tend vers 0 et celui de t — ie tend vers 2w. Comme de
plus |f(t+iy)| < 7 1+t) pour tout y € R et comme la fonction ¢ — m est intégrable
sur |0, R] (car @ < 1), on en dedu1t a l'aide du théoreme de convergence dominée,

T, dt
que les intégrales SI:R 2)dz et Sr 2) dz tendent respectivement vers So =iy o

e 2ima S(I;” ta(cfitﬂ) quand ¢ tend vers 0.
En faisant tendre € vers 0 dans (2.1), on obtient donc

R 21 pl—a,i(l—a)f
- dt R %€ ,

2.2 1 — e 2im ——+1 ————df = 2ire "™
(22) ( )L t*(1+1t) JO 1 + Re' "
pour tout R > 1. Enfin, on a

2m Rl—aei(l—a)G Rl-«

_— < X 27,

0 1+ Reze R—-1

et comme o > 0, on en déduit que l'intégrale (Q)W %f;}w df tend vers 0 quand

R tend vers +c0. En faisant tendre R vers 'infini dans (2.2), on obtient ainsi

(1 —e 2™, = 2ime ™
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d’ot1 finalement, en écrivant 1 — e 2™ = =T (ITQ _ o=iTQ) — =T » jgin(7rar) :
T
Ia = '
sin o

3. Dénombrements de zéros et de pdles

3.1. Zéros, poles et dérivée logarithmique. Dans ce qui suit, on dira qu’une
fonction méromorphe sur un ouvert 2 — C est non triviale si elle n’est identiquement
nulle sur aucune composante connexe de €.

DEFINITION 3.1. Soit f une fonction méromorphe non triviale sur un ouvert Q <
C. Pour tout ensemble K < (), on note
e Nz(f,K) le nombre de zéros de f dans K, comptés avec leurs multiplicités ;
e Np(f,K) le nombre de péles de f dans K, comptés avec leurs multiplicités.

Remarque 1. Si K est compact, alors f n’a qu'un nombre fini de zéros et de
poles sur K, car I’ensemble des zéros et I’ensemble des pdles de f n’ont pas de point
d’accumulation dans 2.

Remarque 2. Le sens de 'expression “comptés avec leurs multiplicités” est le sui-
vant : si @ € K est un zéro ou un pole de multiplicité m, alors a doit étre compté m
fois dans le calcul de Nz(f, K) ou Np(f, K).

Ezercice. Soit f(z) = (z—1)?(2—3)3 cos(z). Calculer Nz(f, D(0,2)) et Nz(f, D(0,5)).

DEFINITION 3.2. Soit f une fonction méromorphe non triviale sur un ouvert
C. La dérivée logarithmique de [ est la fonction (méromorphe) f'/f.

Remarque. La non-trivialité de f entraine que f’/f est effectivement une fonction
méromorphe sur 2. Elle est définie sur Q\(P(f) u Z(f)), ou P(f) est ensemble des
poles de f.

L’expression “dérivée logarithmique” vient de la remarque suivante.

Ezercice 1. Montrer que si f est une fonction holomorphe sur {2 possedant un
logarithme holomorphe log f, alors f'/f = (log f)’.

Par ailleurs, la dérivation logarithmique change les produits en somme (ce qui n’est
bien entendu pas surprenant) :

Ezxercice 2. Montrer que si f et g sont deux fonctions méromorphes non triviales
définies sur un méme ouvert Q, alors (fg)'/fg=f'/f+d/get (f/9)/(f/9) = [f/f—
9'/9.

Le lien entre dérivée logarithmique et nombre de zéros et/ou de poéles est donnée
par la proposition suivante.

ProposiTIiON 3.3. Soit f une fonction méromorphe non triviale sur un ouvert
Q c C, et soit K < Q un domaine élémentaire. On suppose que 0K ne contient aucun
zéro et aucun pole de f. Alors

1 f'(2)

2ir Jore f(2)

La preuve repose sur le théoreme des résidus et sur le lemme suivant.

dz :NZ(faK) _NP(f7K>'

LEMME 3.4. Soit f une fonction méromorphe au voisinage d’un point a € C.
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(1) Sia est un zéro de [ avec multiplicité m, alors Res(f'/f,a) = m.

(2) Sia est un pole de f avec multiplicité m, alors Res(f'/f,a) = —m.

Démonstration. Posons n = m dans le cas (1), et n = —m dans le cas (2). Alors
on peut écrire

f(z) = (z = a)"g(2),

ou g est holomorphe au voisinage de a et g(a) # 0. On a donc

ey (—aY) 4@

)~ Goar )
_n gk
c—a ' g(2)

Comme ¢'/g est holomorphe au voisinage de a, on a Res(¢'/g,a) = 0, d’ou

Res <f/,a> =Res< n ,a) +0=n.
f z—a

O
Preuve de la proposition 5.5. Notons ay,...,,ap les zéros de f dans K, et af,...,a}
les poles. Les multiplicités correspondants sont notées m; et m;‘
La fonction f’/f est holomorphe au voisinage de K\{a1, ..., an, af, ..., ak}. D’aprés
le théoreme des résidus et le lemme 3.4, on a donc
M N
f'(2) : (f’ > (f’ )
dz = 2irw Res | ~—,a; | + » Res| ~—,a’
ox f(2) ; f JZ‘I £
M N
= 2 (Z m; — Z mj)
i=1 j=1
= 2im (Nz(f, K) = Np(f, K)).
O

3.2. Le théoréme de Rouché. Le résultat suivant signifie que si on veut calculer
le nombre de zéros d’une fonction holomorphe f dans un certain domaine élémentaire
K, on peut remplacer f par n’importe quelle fonction holomorphe g suffisamment
proche de f. Evidemment, ceci n’est intéressant que si Nz(g, K) est facile a calculer.
On aura donc intérét a chercher une fonction g la plus “simple” possible.

THEOREME 3.5. (“théoréme de Rouché”)
Soit f une fonction holomorphe non identiqguement nulle sur un ouvert connexe 2 < C,
et soit K < Q un domaine élémentaire. Soit également g # 0 une autre fonction
holomorphe sur Q. On suppose qu’on a |f(§) — g(&)| < |g(&)| pour tout £ € 0K . Alors
g a le méme nombre de zéros que f dans K. De plus, tous ces zéros sont dans K.

Exemple. Cherchons le nombre de zéros de f(z) = 27 +32% — 223 + 1 dans le disque
K = D(0,2). Si on pose g(z) = 27 et si £ € 0K, i.e. [¢] = 3, alors |f(&) — g(¢)| =
3¢ —2¢3 +1] <3x 24 +2x 23 +1 =65 et |g(¢)] = 27 = 128. D’apreés Rouché, on a
donc Nz (f,K) = Nz(g,K) =7 (car g possede un zéro de multiplicité 7 en z = 0).
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Remarque 1. 1l est essentiel que I'inégalité |f (&) — g(&)| < |g(§)] soit stricte pour
que la conclusion soit valable. Par exemple, si on prend f(z) = z+ 1, g(z) = 1 et
K =D, alors f a un zéro dans K (& savoir z = —1) mais ¢ n’en a aucun. Pourtant, on
a |f(§) —g(§)| = l¢] < 1 =g(&)| pour tout & € ID.

Remarque 2. Bien entendu, f et g n’ont pas nécessairement les mémes zéros, et les
multiplicités n’ont pas de raisons d’étre conservées. Par exemple, si f(z) = 23 — 1 et
g(2) = 23, alors Rouché s’applique dans le disque K = D(0,2) et on en “déduit” que
f et g ont 3 zéros dans K ; mais f a 3 zéros simples (les racines cubiques de 1) et g un
zéro triple en 0.

La preuve du théoreme de Rouché utilise les deux lemmes suivants.

LEMME 3.6. Soit f une fonction méromorphe non triviale sur un ouvert ) < C,
et soit v un chemin de classe C' par morceauz dans Q0 dont l’image ne contient aucun
zéro et aucun pole de f. Alors

e . de
Lf(é) “=),.. =

Démonstration. 11 suffit d’écrire les définitions. O

LEMME 3.7. Si a et B sont deux lacets dans C*, définis sur le méme intervalle
[a,b], tels que |a(t) — B(t)| < |B(t)| pour tout t € [a,b], alors §, L = $s L.

Démonstration. 11 suffit de montrer que « et § sont homotopes dans C*. Par hy-
pothese, on a |a(t) — B(t)] < |a(t)| + |5(t)| pour tout ¢ € [a,b]. Géométriquement,
cela signifie que le segment [a(t), 5(t)] ne passe jamais par 0. Par suite, si on définit
H :[0,1] x [a,b] — C par H(s,t) = (1 —s)a(t) + sp(t), alors H est a valeurs dans
C*, et est donc une homotopie dans C* entre les lacets « et 5. O

Autre preuve. La démonstration qui suit est plus élémentaire, car elle n’utilise pas
I'invariance de l'intégrale curviligne par homotopie. Si on pose v(t) = «(t)/B(t), alors
|v(t) — 1] < 1 pour tout t € [a,b], autrement dit v(¢) € D(1,1). D’autre part, on
sait que la détermination principale du logarithme est holomorphe sur D(1,1) (car
D(1,1) € C\R™) et qu'on a log’(z) = 1- D’apres le théoréme fondamental de I’analyse,

z

on en déduit Sw d — Sw d(log) = 0. Mais Sw L — Sb (/B)(8) 11 o il est facile de vérifier

a (o/B)(t)
qu’on a (Z//’? = %l - % On obtient ainsi 0 = SZ 2((5)) - SZ BBT(tt)) dt =, d _ Sﬂ L dol
le résultat. g

Preuve du théoréme de Rouché. Remarquons d’abord que f et g n’ont aucun zéro
sur 0K : sion avait f(§) = 0 pour un certain £ € 0K, on obtiendrait [0—g(&)| < |g(€)|;
et si on avait g(§) = 0, on obtiendrait |f(§) — 0] < 0.

Soit (y1,...,7n) un paramétrage admissible de K. D’apres la proposition 3.3 et
le lemme 3.6, on a

1 f'©)

NP B = g o 71

1S e
P
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et de méme :
N
1 dz
NagK) =500 [ T
i 4 .
j=1v9°7;
D’autre part, en notant [a;, b;] I'intervalle de définition de +;, on a par hypothese
|f oi(t) —gov(t)] < |gon;(t)] pour tout j et pour tout ¢t € [a;,b;]. D’apres le
. . d d . ,
lemme 3.7, on en déduit Sgow e — Sfoyj € pour tout j € {1,..., N}, et par conséquent
NZ(faK) = NZ(Q’K)
O

COROLLAIRE 3.8. Soit f une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
conneze 2 < C, et soit K < € un domaine élémentaire. Pour tout w € C, notons
N(f,w, K) le nombre de solutions de l’équation f(z) = w dans K, comptées avec leurs
multiplicités :

N(fvwaK) = NZ(f_w7K)'
Alors Uapplication w — N(f,w, K) est localement constante sur l’ouvert C\ f(0K) :
pour tout point wy € C\f(0K), on a N(f,w,K)= N(f,wo, K) au voisinage de wy.

Démonstration. Fixonx wg € C\f(0K). Comme 0K est compact, on peut trouver
e > 0 tel que |f(§) — wp| = € pour tout £ € K. Si w € C vérifie |[w — wy| < e, alors
w ¢ f(0K) par définition de ¢, et on a
[(f(§) —w) = (f(§) —wo)| = [w —wo| < |f(§) — wol
pour tout £ € K. D’apres le théoreme de Rouché, on a donc
N(fawaK) = NZ(f_w7K) = NZ(f_wOaK) = N(f7wOaK)
pour tout w € D(wp, €). O

3.3. Trois exemples d’application.
EXEMPLE 1. Le théoreme fondamental de 1’algebre.

Soit P(z) = ag + a1z + -+ + anz" un polynéme de degré N > 1 (a coefficients
complexes). On va montrer a ’aide du théoreme de Rouché que P possede N racines
complexes (comptées avec leur multiplicité).

En écrivant P(2) = ayzV (1 + ag—};l x L. oy zf\’%l)’ on voit que P(z) ~

z an

anz" quand |z| — 0. On peut donc trouver R > 0 tel que

1
z| > R = |P(z —aNzNifaNzN.
2

Posons alors K = D(0, R). Si £ € 0K, on a

() — ané™] < 3 lon€"] < Jane|

car évidemment ay&V # 0. D’aprés Rouché appliqué avec f = P et g(z) = axz, on

en déduit

N(P(2),0,K) = N(an2z",0,K) = N
car z = 0 appartient & K et est racine de z" avec multiplicité N. Ainsi, P a au moins
N racines complexes, et bien entendu au plus N puisque deg P = N.

EXEMPLE 2. Le “théoréme de ’application ouverte”.
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Le théoreme suivant a déja été démontré a ’aide du principe du maximum. On va
en donner une autre preuve basée sur le corollaire 3.8.

THEOREME 3.9. Si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe ) < C, alors f est une application ouverte : l'image par f de tout ouvert
V < Q est un ouvert de C.

Démonstration. Fixons un ouvert V < 2 et un point a € V, et posons b = f(a).
On cherche € > 0 tel que D(b,e)  f(V).

Comme f n’est pas constante et que §2 connexe, le principe des zéros isolés (appliqué
a g(z) = f(2) — b) permet de choisir 7 > 0 tel que D(a,r) = V et f(z) # b pour tout
z € D(a,r)\{a}. En posant K = D(a,r), on a donc b ¢ f(3K).

D’apres le corollaire 3.8, on peut trouver € > 0 tel que N(f,w,K) = N(f,b, K)
pour tout w € D(b,e). Comme b = f(a) et a € K, on a N(f,a,K) > 1, et donc
N(f,w,K) = 1 pour w € D(b,e). Ainsi, pour tout w € D(b,¢), I"équation f(z) = w
posséde au moins une solution dans K, et donc dans V. Autrement dit, D(b,e)

fv). O
FEzxercice. Déduire le principe du maximum du théoreme de I'application ouverte.
ExEMPLE 3. Fonctions holomorphes injectives.

Comme autre illustration du corollaire 3.8, on va maintenant démontrer le résultat
suivant.

ProposiTiON 3.10. Soit Q un ouvert de C. Si f est une fonction holomorphe
injective sur Q, alors ' ne s’annule pas sur €.

Démonstration. En considérant séparément chaque composante connexe de €2, on
se ramene au cas ou {2 est connexe.

Soit f :  — C holomorphe injective, et supposons qu’on ait f’(a) = 0 pour un
certain a € Q. Comme f n’est pas constante (et donc f’ # 0), le principe des zéros isolés
permet de trouver r > 0 avec D(a,r) < €2 tel que les deux propriétés suivantes soient
vérifiées : f(z) # f(a) pour tout z € D(a,r)\{a}, et f’ ne s’annule pas sur D(a,r)\{a}.

Posons K = D(a,r) et b = f(a), de sorte que b ¢ f(0K). Sion pose g(z) = f(z)—b,
alors g(a) = 0 et ¢’(a) = f'(a) = 0. Donc le point a est un zéro de g = f — b avec
une multiplicité au moins égale a 2, et comme a € K on en déduit N(f,b, K) > 2.
D’apres le corollaire 3.8, on a N(f,w, K) = 2 pour tout w suffisamment proche de b;
en particulier, on peut trouver wg # b tel que N(f,wo, K) = 2.

Deux cas sont alors possibles : ou bien on peut trouver 2 points distincts z1, z0 € K
tels que f(z1) = wo = f(z2); ou bien on peut trouver un point zy € K tel que
f(20) = wo et f'(20) = 0. Le premier cas est exclu par injectivité de f; et le deuxiéme
est également exclu car la seule racine de f’ dans K est la point a et f(a) = b # wy.
On a ainsi obtenu une contradiction. ]

COROLLAIRE 3.11. Si f : Q — Q' est une bijection holomorphe d’un ouvert Q < C
sur un ouvert ', alors f~1 est holomorphe sur €Y.

Démonstration. La fonction f n’est constante sur aucune composante connexe de
Q, donc f(V) est un ouvert de C (et donc de Q') pour tout ouvert V < Q, d’apres le
théoréme de I’application ouverte. Autrement dit : (f~1)~1(V) est ouvert pour tout
ouvert V < Q, ce qui signifie que f~! est continue sur .



106 5. RESIDUS

La continuité de f étant acquise, on peut maintenant montrer, exactement comme
dans le cas des fonctions d’une variable réelle, que f~! est C-dérivable en tout point,
avec

—1y/ 2) = 1
VO = mre)

pour tout z € €. (Les détails sont laissés en exercice). Comme f’ o f~! est conti-
nue, (f~1)’ est continue, donc f~! est holomorphe. (On peut aussi appliquer Cauchy-
Goursat, mais ce n’est pas indispensable). ]

Remarque. On aurait pu procéder tres différemment, en utilisant le théoréme
d’inversion locale. En effet, comme f est holomorphe le déterminant jacobien de
f en tout point z € Q est égal & |f(2)|? (voir le chapitre 1, corollaire 2.11); donc
J; ne s’annule jamais, et d’apres le théoreme d’inversion locale on en déduit que f
est un difféomorphisme de € sur €, autrement dit que g = f~! est de classe C'. En
différentiant la relation f o g(z) = z, on obtient alors (f’ o g) dg = dz, autrement dit

dg = f,(dgz(z) - Cela montre que g = f~! est holomorphe, avec la formule attendue pour

(fh".
COROLLAIRE 3.12. Si f est une fonction holomorphe injective sur un ouvert ) < C,
alors Q' = f(Q) est un ouvert de C et f est un difféomorphisme de Q sur €.

Démonstration. Le fait que Q' soit ouvert vient par exemple du théoreme de I’appli-
cation ouverte, donc on peut appliquer le corollaire précédent. On peut aussi appliquer
la proposition et le théoreme d’inversion locale. O

FEzercice. Soit f une fonction holomorphe injective sur le disque unité D,
o0
flz) = Z cnz" .
n=0

En utilisant le théoreme de changement de variable, un passage en coordonnées polaires
et l'identité de Parseval, montrer que l'aire de f(ID) est donnée par la formule

aire(f(D)) =7 Z nlenl?.
n=0



Chapitre 6

Suites, intégrales et produits infinis

1. Suites et intégrales

1.1. Majoration de la dérivée. Tous les résultats théoriques de ce chapitre vont
découler du lemme tres simple suivant. Pour tout compact K < C, on posera

K° = {€ e C; dist(€, K) <e} .

LEMME 1.1. Etant donné £ > 0, il existe une constante C(e) vérifiant la propriété
sutvante : pour tout compact K < C et pour toute fonction f holomorphe au voisinage
de K¢, on a

sup |f'(2)| < C(e) sup |f(€)].
zeK EeK=

Démonstration. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert {2 contenant K¢.
Pour tout z € K, le disque D(z,¢) est contenu dans K¢, donc dans €. D’apres la
formule de Cauchy “dérivée une fois”, on a donc

re =g [ L
2im Jop(ze) (€= 2)
On en déduit

1 /(O]
I8 | i
F2)l 21 Jop(ze) 1§ — 2[2 d¢]
1 |d¢]
< ; 0D(z, — —
sw{lfQh ceoniafxg |15
1
< - sup [f(§)].
€ geKs
Comme z € K est arbitraire, cela démontre le lemme avec C'(g) = % O

Remarque. Le point essentiel est que la constante C(¢) ne dépend pas de la
fonction f holomorphe au voisinage de K°¢.

1.2. Suites de fonctions holomorphes. On sait bien que si une suite (f,) de
fonctions de classe C! sur un intervalle de R converge uniformément, alors sa limite f
n’a aucune raison d’étre encore de classe C' : pour pouvoir conclure & coup sur que f
est de classe C!, on doit par exemple supposer que la suite des dérivées (f!) converge
uniformément. La situation est tres différente lorsqu’on considere des fonctions holo-
morphes : il n’est plus nécessaire de faire une hypothese sur les dérivées, car la propriété
que ’on souhaite est automatiquement satisfaite. C’est le contenu du théoreme suivant.

THEOREME 1.2. Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Q c C.
On suppose que la suite (f,) converge uniformément sur tout compact vers une
fonction f : Q — C. Alors f est holomorphe et f), — f' uniformément sur tout
compact.

107



108 6. SUITES, INTEGRALES ET PRODUITS INFINIS

Démonstration. Soit K un compact quelconque de 2, et choisissons € > 0 tel que
K¢ c Q. D’apres le lemme 1.1, on a

sup | fq — fpl < C(e) sup|fq — fp
K K

pour tous p, g € N. Comme la suite (f,) converge uniformément sur le compact K¢, on
en déduit que la suite des dérivées (f}) vérifie le critére de Cauchy uniforme sur
tout compact K < Q. Par conséquent, la suite (f},) converge uniformément sur tout
compact vers une fonction g : Q — C, nécessairement continue car les f, le sont.
Comme df,, = f] dz, cela signifie que la suite des différentielles (df,,) converge
uniformément sur tout compact vers gdz. D’apres le théoreme “standard” sur les
suites de fonctions de classe C!, on en déduit que la fonction f est de classe C! sur €,
avec df = gdz. Autrement dit, f est holomorphe et f/ = g. O

Remarque. Pour montrer que la fonction f est holomorphe, on peut également
utiliser le théoréme de Morera (théoreme 2.1 du chapitre 4). Tout d’abord, la
convergence uniforme sur tout compact entraine la continuité de f, car les f, sont
continues. Ensuite, si R est un rectangle contenu dans €2, alors Sa g fn(2) dz tend vers
$s5 f(2)dz quand n — oo, par convergence uniforme de (f,) sur le compact OR; et
donc {,, f(2)dz = 0 puisque §,, fn(2)dz = 0 pour tout n (d’apres le théoreme de
Cauchy). En revanche, la convergence des dérivées ne se déduit pas du théoreme de
Morera.

COROLLAIRE 1.3. Soit (ug)ken une suite de fonctions holomorphes sur §). Sila série
> uy converge normalement sur tout compact de Q, alors la fonction f = Z(o]o U,
est holomorphe sur §2.

Démonstration. On applique le théoreme aux sommes partielles f, = > _jug. O

EXEMPLE 1.4. La série Y} -, nl—s converge normalement sur tout compact de 2 =

{s € C; Re(s) > 1}. Par conséquent, la formule

OEDW
n=1

définit une fonction holomorphe sur €). Cette fonction s’appelle la fonction Zeta de
Riemann.

Démonstration. Si K est un compact de 2 = {Re(s) > 1}, on peut trouver a > 1
tel que Re(s) = a pour tout s € K. On a alors # = ﬁ < n% pour tout s € K, ce

qui prouve la convergence normale de la série. ]

1.3. Intégrales a parametres.

THEOREME 1.5. Soit F : I x Q — C, ot I est un intervalle de R et Q un ouvert
de C. On fait les hypothéses suivantes .
(i) F(t,z) est mesurable en t € I, et holomorphe en z € Q.
(ii) Pour tout compact K < Q, on peut majorer |F(t,z)| pour z € K par une
fonction gk (t) indépendante de z et intégrable sur I.
Alors la formule

f(z) = LF(tjz) dt
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a un sens pour tout z € ) et définit une fonction holomorphe sur Q). De plus, on peut
dériver sous l'intégrale : pour tout z € Q et pour tout n € N, la fonction t — %Zf (t,z)
est intégrable sur I et

3
M) (2) = or t,z)dt.
0 = | St

REMARQUE. L’hypothése de domination (ii) est satisfaite si I'intervalle I est borné
et si on peut majorer |F(t,z)| par une constante pour z € K. En particulier : si I
est un intervalle compact et si F : [ x Q) — C est continue par rapport au couple de
variables (t,z) et holomorphe par rapport a z € §, alors le théoréme s’applique.

Prewve du théoréme. Comme |F(t, 2)| < g(.;(t), lafonction t — F(t, 2) est intégrable
sur I pour tout z € Q, donc f(z) est bien défini.

Soit K un compact quelconque de 2, et soit € = e > 0 tel que K¢ < ). D’apres
le lemme 1.1, on a

< C(e) sup [F(t,€)]
(eKe

< C(e) gr=(1)
pour tout ¢ € I. Comme ‘g—i(t, =2 ) et %—g(t, ) =1 %—f(t, -), on a donc

0z
oF oF

%(u Z) @(tﬂ Z)

pour tout t € I et pour tout z € K, ou hx = C(ek) gk est intégrable sur I et
indépendante de z € K.

Ceci étant vrai pour tout compact K < €, cela montre que la fonction F' vérifie les
hypotheses du théoreme “usuel” concernant la dérivabilité des intégrales a parametres.
Par conséquent, la fonction f est de classe C! sur € et ses dérivées partielles s’obtiennent
en dérivant sous l'intégrale.

En particulier, on a

sup
zeK

oF
)

< hg(t) et < hi (1)

of [ OF

= | —(,2)dt=0
FEA I az( 2
pour tout z € €2, donc f est holomorphe; et on a
of oF
"(2) = 22(2) = | ==(t,2)dt.
=50 = | St

Enfin, ce qui précede montre que la fonction %—f vérifie les mémes hypotheses (i)

et (ii) que F, et par récurrence on voit qu’il en est de méme pour toutes les %Zf . On

peut donc calculer les dérivées successives de f en dérivant sous 'intégrale. 0

COROLLAIRE 1.6. Soit 7y : [a,b] — C un chemin de classe C* par morceauz d’image
T, et soit Q un ouvert de C. Si F' : I' x Q — C est une fonction continue telle que,
pour tout £ € T', la fonction z — F (&, z) est holomorphe sur Q, alors la formule
flz) = 87 F (&, 2z)d¢ définit une fonction holomorphe sur €.

Démonstration. Par définition, on a f(z) = SZ F(y(t),z)~'(t)dt. Si K est un com-
pact de Q, la fonction continue (¢, z) — F(vy(t), z) est bornée sur le compact [0, 27| x K,
disons |F(t,z)] < Mg ; et on a alors |F(y(t), 2) v (t)| < Mk |Y/'(t)| = gk (t) pour z € K.
La fonction gx est intégrable sur [a,b] car continue par morceaux, et par conséquent
le théoreme s’applique. ]
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Remarque 1. Le théoreme 1.5 reste valable, avec la méme démonstration, en rem-
placant l'intervalle I muni de la mesure de Lebesgue par un espace mesuré (1,2, u).

Remarque 2. Comme pour le théoreme 1.2, I’holomorphie de la fonction f peut
se déduire du théoréeme de Morera. Les détails constituent un bon exercice : il faut
d’abord vérifier la continuité de f, puis utiliser le théoréme de Fubini pour montrer
que §,p f(2)dz = 0 pour tout rectangle R < .

EXEMPLE 1.7. Soit Q = {z € C; Re(z) > 0}. La formule

Q0
I(z) = f e tat
0

définit une fonction holomorphe sur (2. Cette fonction s’appelle la fonction Gamma
d’Euler.

Démonstration. La fonction F :]0,00[xQ — C définie par F(t,2) = t*“le™t est
mesurable en t € ]0, 00| et holomorphe en z € Q. De plus, on a

[F(t,2)] = el et

pour tout (¢,z) €]0, o[ x Q.

Si K est un compact de €, on peut trouver a > 0 et b < o tels que a < Re(z) < b
pour tout z € K. On a alors t8¢()~1 <121 it €]0, 1] et tRe()~1 <1 sit > 1, pour
tout z € K. On obtient ainsi |F' (¢, z)| < gk (t), ou

() = trle=t g 0<t<1
IR = Y =1t i t>1

La fonction gk est intégrable sur ]0,1] car elle est continue avec gi(t) ~ t¢~1 au
voisinage de 0 et a — 1 > —1; et elle est intégrable sur [1,00[ car gx(t) = O(1/t?) en
+00. Donc gx est intégrable sur |0, oof.

D’apres le théoreme 1.5, on peut donc conclure que T' est (bien définie et) holo-
morphe sur ). O

Ezercice. Montrer qu'on a I'(z + 1) = zI'(z) pour tout z € §, et en déduire la
valeur de I'(n + 1) pour n € N.

1.4. Une autre approche. Dans cette sous-section, on donne des démonstrations
un peu différentes des théoremes 1.2 et 1.5. Tout repose sur la formule de Cauchy et
sur le lemme suivant, qui a été démontré au chapitre 3 (lemme 1.3 de ce chapitre).

LEMME 1.8. Soit v un chemin de classe C' par morceaux dans C, d’image T, et
soit ¢ : I' — C une fonction continue. Alors la fonction u : C\I' > C définie par

_ [ £&
u(z)—Lg_de

est holomorphe sur C\I'.

Deuzieme preuve du théoreme 1.2. Pour montrer que f = lim f,, est holomorphe
sur €, il suffit de vérifier qu’elle ’est sur tout disque ouvert D tel que D < € ; fixons
un tel disque D = D(zp,r). On utilisera le fait suivant (conséquence immédiate de
I'inégalité triangulaire) : si z € D et si on pose e(z) = r — |z — 2|, alors

VEEOA : [E— 2| >e¢.

(Le point important est que £(z) ne dépend pas de £ € 0D).
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Si z € D, alors

(1) )= g [ 11

" 2ir Jop £— 2

dg

fn (&)
E—z
formément sur 0D. En effet, comme |z — £| = €(z) pour tout £ € dD, on a
&) F©) | _ [fal©) = F(OI

E—2z E—z| e(z) ’

d’ou le résultat puisque f,(§) — f(§) uniformément sur le compact dD. Comme on
intégre sur un compact, on peut donc passer a la limite dans (1.1) et on obtient

L[5l g

f(z) = 5—
pour tout z € D. D’apres le lemme 1.8, cela prouve que f est holomorphe sur D.

tend vers g(fz

pour tout n € N, d’apres la formule de Cauchy. De plus, uni-

C 2w Jop £—2

Pour établir la convergence uniforme de f], vers f’ sur tout compact de €, il suffit
de vérifier que f/ — f’ uniformément sur tout disque fermé D < Q. En effet, si K
est un compact quelconque de €2, on peut trouver des disques ouverts D1, ..., Dy tels
que D; < Q pour tout i et K < Dy U --- U Dy. Si on sait montrer que f, — f’
uniformément sur chaque D;, on aura prouvé que f/ — f’ uniformément sur K.

Fixons un disque fermé D = D(zp,r) < €. Choisissons également ¢ > 0 tel que
D(z0,7" +¢€) = Q, et posons A = D(zg,r + ¢). D’aprés I'inégalité triangulaire, on a
alors

(1.2) Ve DVEEOA : [€—2z|>¢.
Si z € D, alors

oy A f()
f(Z)—% Mmdﬁ,

d’apres la formule de Cauchy “dérivée une fois”. De méme, on a

B e LS

2w Jon (€ 2)?
pour tout n € N. On en déduit

/ — (5 i ’fn(§>_f(§>‘
E O O e T T (4
1 1fal8) = £O)]
5 | 2 g

ot on a utilisé (1.2). Comme f,,(§) — f(§) uniformément sur le compact dA et comme
la majoration ne dépend pas de z € D, cela montre que f/(z) — f’(z) uniformément
sur D. ([l

Deuziéme prewve du théoréme 1.5. Sion utilise 'hypothese de domination (ii) avec
K = {z}, on obtient |F(t,2)| < g(.;(t). Par conséquent, la fonction ¢ — F(t,2) est
intégrable sur I, et donc f(z) est bien défini pour tout z € Q.

La continuité de f sur €2 découle du théoreme de continuité pour les intégrales a
parametres, ou directement du théoreme de convergence dominée (ce qui revient au
meéme) : si (z,) est une suite de points de €2 convergeant vers un point z € €, alors
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F.(t) := F(t,z,) tend vers F(t,z) pour tout ¢ € I par continuité de F(t,-), et en
notant K le compact {z} U {zn; n € N}, on a |F,(t)] < gx(t) pour tout n; donc
= {, F(n(t) dt tend vers §, F(t,z) dt = f(z) par convergence dominée.

Pour montrer que f est holomorphe sur €2, il suffit (comme d’habitude) de vérifier
qu’elle I'est sur tout disque ouvert D tel que D < . Fixons un tel disque D = D(zg,r).
Comme F(t,z) est holomorphe en z, on a

1 F(t,€)
2im Jop €— 2
pour tout ¢ € I et pour tout z € D, d’apres la formule de Cauchy. Par conséquent,

f(2) = LF(t, 2 dt
(e

1 de
T 2 Jap <LF<t’§)dt> §—2

_ 1 f(€)
T 2im an—zd§

F(t, z) =

dg

ou on a utilisé le théoreme de Fubini. D’apres le lemme 1.8, on en déduit que f est
holomorphe sur D.
Pour justifier I'utilisation du théoréme de Fubini, il suffit de vérifier qu’on a

[ ([1reora) 2L <o

En posant K = 0D, on a |F(t,£)| < gk(t), donc §, |F(t,€&)|dt < C = §, g (t) dt pour
tout £ € 0D et donc

de| de
f (ﬁFt““)m |<CLDm—a<“

car la fonction £ —

H est continue et donc bornée sur dD.

Pour montrer qu’on peut calculer les dérivées de f en dérivant sous 'intégrale,
fixons un point zg € §2. Choisissons r > 0 tel que D(zg, ) < €2, et posons D = D(zp, 7).
D’apres la formule de Cauchy dérivée, on a

§ o) = i op (§ = z0)" ! -

Comme f(&) = §, F(t,€) dt, on obtient donc
(n) _ e
G = oo [ ([ Feoa) =i
nl F(t,8) )
J, Gir Jy e )

o"F
= L a7(t, ZO) dt,

ol on a utilisé le théoreme de Fubini & la deuxieme ligne, et la fomule de Cauchy
dérivée pour F'(t,-) a la troisieme. La fonction ¢ — %%:(t, 20) est bien intégrable sur I
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car en posant K = 0D, on a

onF ! F(t,
S (t,)| = Tff PO 4
0z" 2im Jop (€ — zo)"t!
n! gK(t)
S 27 n+1 ‘dﬂ
mJop T
n!
= gr(t) -
Enfin, la justification du recours au théoréme de Fubini est laissée en exercice. O

2. Produits infinis

DEFINITION 2.1. Soit (an)n>0) une suite de nombres compleves. On dit que le

produit infini | | a, est convergent si la suite des “produits partiels” Py = ngo an

admet une limite dans C quand N — o0. Cette limite se note alors HZO:O Q.

Dans tout ce qui suit, on notera log la détermination principale du logarithme dans
C*. Rappelons qu’on a par définition

log(z) = log |z| + i arg(z)

pour tout z € C*, ou 'argument est pris dans | — 7, 7]. Rappelons également que log

n’est pas continue sur C*, mais qu’elle est holomorphe sur C\R™, avec log’(z) = % .

PROPOSITION 2.2. Soit (fn)n=0 une suite de fonctions a valeurs complexes définies
sur un ensemble Q. On suppose que la série Y (1— fy,) est normalement convergente
sur ).

(i) Le produit infini [ | fn(2) est uniformément convergent sur §Q.

(i1) Siles fn, ne s’annulent pas, alors la série > log(f,) est uniformément convergente,
et on a [[] fu(2) = €@, ou S = Y log(fn). En particulier, la fonction f =
[15 fn me s’annule pas sur Q.

Pour la démonstration, on a besoin du lemme suivant.
LEMME 2.3. Si h € C vérifie |h| < 1/2, alors |log(1 + h)| < 2|h].

Démonstration. L’énoncé du lemme a un sens car on a certainement 1 + h # 0.
La fonction log est holomorphe au voisinage du segment [1,1 + h] car [1,1 + h] <

D(1,1/2) « C\R™. D’apres le théoreme fondamental de 1’analyse, on a donc

1
log(1+h) = log(l)+ J log’ (1 + th) hdt
0

1
h
= | —at
Jy

et par conséquent

Lo
\log(1+h)|<J dt < 2|h|,

o 1—[th]|

ou la deuxieéme inégalité vient du fait que |th| < |h| < 1/2. O
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Prewve de la proposition 2.2. (i) Par hypothese, 1— f,,(z) tend vers 0 uniformément
sur 2, donc on peut trouver un entier Ny tel que |1 — f,,(2)| < 1/2 pour tout n > Ny
et pour tout z € . D’apres le lemme 2.3, on a alors f,,(2) # 0 et

[log(fn(2))] = [log(1 + (fu(2) —1))|
< 2 |fn(2) - 1|
pour tout n > Ng et pour tout z € . On en déduit que la série 3 _ n log(fn(2))
converge normalement (donc uniformément) sur Q. Notons Sp(z) la somme de cette
série.
Pour N > 0, posons Py(z) = ngo fn(2). SN > N(), alors

Pu) = foo) ) [] e

n=Ng+1

= PNO( ><exp< Z fn >

n=No+1

Par conséquent, Py(z) tend vers Py, (z) x ¢%() quand N tend vers l'infini. De
plus, la convergence est uniforme par rapport a z € Q car la série ) _ No log(fy) est
uniformément convergente, la fonction exponentielle est uniformément continue sur les
parties bornées de C, et la fonction Py, est bornée. (Ecrire les détails constitue un
exercice trés profitable). Ainsi, le produit infini | [ f,(2) est uniformément convergent.

(ii) On garde les notations de la preuve de (i). Comme les f,, ne s’annulent pas, les
fonctions log(f,,) sont bien définies pour tout n > 0, et la série Y} _,log(f,) converge
uniformément sur Q car la série > _ No log(f,) converge uniformément. D’apres la
preuve de (i), on a

[/ = fo(Z)'“fNo(Z)XeXP< > log<fn<z>>>
n=0 n=Ng+1
No 0
= eXP(ZIOg(fn(Z))) xexp< D 10g(fn(2))>
n=0 n=Ng+1
= 5@,

0

COROLLAIRE 2.4. Si (ap)nen est une suite de nombres complexes telle que la série
>(1—ay) est absolument convergente, alors le produit infini | | a, est convergent;
et si de plus an # 0 pour tout n, alors Hgo an # 0.

Démonstration. On applique la proposition avec un ensemble €2 réduit a un point

aet fn(a) = ay. O

FEzercice 1. Soit (ay)nen une suite de nombres complexes.Montrer que si le produit
infini [ [ a,, est convergent et si 1_[80 an # 0, alors a, — 1 quand n — oo.

Ezxercice 2. En utilisant un développement limité, montrer que si (a,) est une suite
de nombres complexes telle que Y.\ |an|> < oo, alors le produit infini []cosa, est
convergent.

On peut maintenant énoncer le résultat de base concernant les produits infinis de
fonctions holomorphes.
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THEOREME 2.5. Soit Q un ouvert de C, et soit (fn)n=0 une suite de fonctions
holomorphes sur Q. On suppose que la série >.(1 — f,) converge normalement sur
tout compact de ().

(1) Le produit infini | ] fn(z) converge uniformément sur tout compact de 2, et la
fonction f = Hgo fn est holomorphe sur €.

(2) On a Z(f) = Ups0 Z(fn), et la multiplicité d’un zéro a € Z(f) est la somme des
multiplicités de a comme zéro des fy,.

(3) Siles fn ne s’annulent pas, alors f ne s’annule pas et la dérivée logarithmique de
f est donnée par la formule

FE) & f)
) = 2 )

ot la série converge uniformément sur tout compact de €.

Démonstration. L’hypothese entraine que la série > (1 — f,(z)) est absolument
convergente pour tout z € Q (car {z} est un compact de Q!), donc la fonction f est
bien définie sur §2 d’apres le corollaire 2.4.

Supposons d’abord que la série > (1 — f,,) soit normalement convergente sur € tout
entier.

(1) Par la proposition 2.2, le produit infini [ ] f,(z) converge uniformément sur
Q. D’apres le théoreme 1.2, la fonction f est holomorphe car les produits partiels
Py = ]—[év fn le sont.

(2) Par hypothese, 1 — f,,(2) tend vers 0 (i.e. f,(z) — 1) uniformément sur 2. On
peut donc trouver un entier N tel que f, ne s’annule pas pour n > N. D’apres la
proposition 2.2, on peut alors écrire

F(2) = fo(z) - fn(2) €5

olt S(z) = YN 1110g(fn(2)). Comme e ne s’annule pas, on a donc

Z(f) = Z(fo--In)
Z(fn)

[
=

3
Il
=}

I
s
N
=

3
Il
=}

car Z(fn) = & si n > N. Enfin, 'assertion concernant les multiplicités est claire.

(3) Soit Ny tel que |1 — fr(2)] < 1/2 pour tout n > Ny et pour tout z € §2. Alors
fn est & valeurs dans D(1,1/2) < C\R™ pour n > Ny, donc log( f,,) est holomorphe sur
Q. D’apres la proposition 2.2, on a

f(2) = Po(2)e™)

ouPy= fo--- fn, et So = Zﬁo +110g(fn), la série étant uniformément convergente sur
Q. D’apres le théoreme 1.2, la fonction Sy est holomorphe sur €2 avec
0

SE= Y Gof)n- Y Db

n=Np+1 n=Ng+1 n(

)
ik
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ol la série converge uniformément sur tout compact de 2. Comme de fagon générale,
la dérivée logarithmique d’un produit est la somme des dérivées logarithmiques des

termes du produit (autrement dit : ) _ g %), on en déduit

uv u
ro_n ey
f Py e5o

No o1

- Yy
n=0 /"
0 f/

_ n

- 27
n=0 /"

ou la série converge uniformément sur tout compact.

Traitons maintenant le cas général, ott on suppose seulement que la série >.(1— f,,)
converge normalement sur tout compact de €.
Pour k£ € N*, posons

Qr ={z€C; |z| < ketdist(z,C\Q) > 1/k}.
On vérifie facilement les deux propriétés suivantes (détails laissés en exercice) :

(i) les Qy sont ouverts, et les ;. sont des compacts contenus dans € ;
(ii) tout compact K < Q est contenu dans un 2.

Par (i), on peut appliquer le ler cas a chaque €y ; et par (ii), on en déduit le théoreme
pour €. O

DEFINITION 2.6. Sous l’hypothése du théoréme (convergence normale de la série
>(1— fn) sur tout compact), on dira que le produit infini [ [ f, converge norma-
lement sur tout compact de €.

3. Zeta, Gamma et le sinus

3.1. Développement de 1/ en produit infini. Rappelons que la fonction ¢
est définie sur 2 = {s € C; Re(s) > 1} par la formule

“1
C(s)= D, =

Dans ce qui suit, on notera (py,)n>0 la suite des nombres premiers rangés par ordre
croissant : pg =2, p1 =3, p2 =5, ...

LEMME 3.1. Le produit infini [ ], (1 — p—ls) converge normalement sur tout com-
pact de © = {Re(s) > 1}.

Démonstration. En posant f,(s) =1— L ona

p.
1 1
11— fa(s)] = vl = e

et comme p, = n pour tout n on en déduit sans difficulté que la série >.(1 — f,)
converge normalement sur tout compact de 2. O
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THEOREME 3.2. Si s € C vérifie Re(s) > 1, alors ((s) # 0 et

Démonstration. Fixons s vérifiant Re(s) > 1. Avant de commencer, faisons une
remarque utile pour la suite : comme la série >, -, #
toutes ses sous-séries sont convergentes, donc la somme

1
2 s

meA

est absolument convergente,

a un sens pour tout ensemble A < N*,
Pour N € N, posons Py(s) = Hév (1 - i) .Ona

ou A est I’ensemble des entiers m > 1 non divisibles par pg = 2.
De méme, on trouve

¢(s) Pu(s) =¢@%@X(L5v

38
Y @
kEAo k;s kEAo (Bk)s
1
= —
mEAl

ou A; est I’ensemble des entiers m € Ag qui ne sont pas de la forme 3k ou k € Ay, c’est-
a-dire exactement I’ensemble des entiers m > 1 qui ne sont divisibles ni par pg = 2, ni
par p; = 3. (On utilise ici le fait que l'ensemble {3k; k € Ap} est contenu dans Ay, ce
qui est vrai car pg et p; = 3 sont premiers entre eux).

Par récurrence, on obtient

C)Pv(s) = Y

mEAN

pour tout N € N, ou Ay est 'ensemble des entiers m > 1 qui ne sont divisibles par
aucun des nombres premiers pg, ..., PnN-
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Par définition de Ay, on a m > py pour tout m € Ay différent de 1 (le plus petit
diviseur premier de n doit étre strictement plus grand que py), et donc

Py -1 = | S

meAn\{1}

pour tout N € N. Comme py — 00, on en déduit que ((s)Pn(s) tend vers 1 quand

N — c0. On obtient ainsi
[ee}
1
) x [ ] (1—S> =1,
n=0 Pn

ce qui termine la démonstration.

1
COROLLAIRE 3.3. La série Z — est divergente.
Pn

Démonstration. Si cette série était convergente, alors la série )| p% serait norma-
n

Ll < p% pour tout s > 1. D’apres la pro-

lement convergente sur [1, o[, puisque =
n

position 2.2, le produit infini [] (1 — p—ls) serait donc uniformément convergent sur

[1,00[, avec [’ (1 - p%) # 0 car 1 — pin # 0 pour tout n. La fonction f définie
par f(s) =[] 1—})%) serait alors continue sur [1,00[, avec f(1) # 0. Comme
f(s) = 1/¢(s) pour s > 1, on en déduirait que ((s) admet une limite finie quand
s — 17. Mais d’apres le théoreme de convergence monotone (pour les séries), on a

lim ((s) = leoo.
k:1k

s—1t

O

3.2. Développement de 1/T' en produit infini. Rappelons que la fonction T’
est définie sur 2 = {z € C; Re(z) > 0} par la formule

Q0
I(z) = f t*le tdt.
0

Dans cette sous-section, on va développer la fonction 1/T" en produit infini. Pour
ce faire, on aura besoin de trois lemmes “d’intérét indépendant”.

LEMME 3.4. Pour tout z € C vérifiant Re(z) > 0, on a

n!n?

F(z):nli—%loz(z+1)---(z+n)‘

Démonstration. Commencons par vérifier que

(%) ['(z) = lim " <1 — t)n dt .

n—w Jg n
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On sait que pour tout ¢ > 0, on a

t n
et = lim (1-) .
n—o0 n

De plus, sin > 1 et si t €]0,n[ alors
n
0< <1 - t) = enlog(1-7) < et
n
car log (1 — %) < —%- Dongc, si on fixe z et si on pose
t n
Flt) = 1o (1- 1)

alors la suite (f,,) converge simplement sur ]0, oo[ vers f(t) = t*"te=! et |fun(t)| < |f(2)]
pour tout n = 1. Comme la fonction f est intégrable sur |0, o[, on peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée pour obtenir ().

Maintenant, posons
n t n
I.(2) = f =1 (1 — ) dt .
0 n

En effectuant le changement de variable u = %, on trouve
1
I.(z) = nzf w1 —u)" du
0
= n®Jp(z).

Ensuite, on intégre par parties J,,(z) en primitivant u*~! et en dérivant (1 —u)",
ce qui donne

u? 1 n 1
Jn(z) = [ (1-— u)"] + J (1 —u)" du
z 0 Z Jo
n
= ; n—l(Z + 1)
pour tout n > 1 et pour tout z vérifiant Re(z) > 0. Par récurrence, on en déduit
J o J
= +n).
W) = o e P
Comme Jy(z +n) = Sé Wl du = lern’ on obtient finalement
n!n?
I,(z) =
n(2) 2(z+1)---(2+mn)
pour tout n > 1, ce qui termine la démonstration d’apres (x). ]

LEMME 3.5. La suite (y,)n>1 définie par v, = Y50_, % — logn est convergente, et
sa limite v est strictement positive. Le nombre v s’appelle la constante d’FEuler.

Démonstration. Pour ¢t > 1, posons f(t) = 1/t. On a ainsi

n — fk_nftdt.
n = X 109 J (1)

On en déduit
n+1

vn+1—vn=f(n+1)—f F(t) dt <0

n
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car la fonction f est décroissante et donc f(t) = f(n+1) pour tout ¢t € [n,n+ 1]. Ainsi,
la suite (;,) est décroissante.
D’autre part, on a

o = ,;i <f<k) - L e dt>  fn);

et comme f est décroissante et f(n) = 0, on en déduit 7, > 0. Ainsi, la suite (7y,) est
décroissante et minorée par 0, donc admet une limite v > 0.
Comme chaque terme de la somme précédente est positif, on a en fait

2
%L?f(l)—fl F(t) = 1—log2

pour tout n > 1, et donc v > 1 —log2 > 0.
O

LEMME 3.6. Le produit infini | ;> (1 + %) et converge normalement sur tout
compact de C.

Démonstration. Posons fi(z) = (1 + %) e~ %. Pour pouvoir appliquer le théoréme
2.5, il faut majorer convenablement |1 — fx(2)].

On a fr(2) = ¢(3), o p(u) = (1 +u)e™™. La fonction ¢ est holomorphe sur C,
avec ¢’ (u) = —ue ™. On a donc p(0) =1 et ¢/(0) = 0. Par conséquent, on peut écrire

o(u) =1+ w?h(u),

ou h est une fonction entiere, et donc

Z\2 =z
@) =1= () 1 ()
Pour tout R > 0 et z € D(0, R), on a donc

2

R
TXM(R)a

1= i)l < 5

o M(R) = sup{|h(u)]; [u| < R}. Cela prouve que la série > (1 — f) converge norma-
lement sur tout disque D(0, R), et donc sur tout compact de C. ]

THEOREME 3.7. Si z € C vérifie Re(z) > 0, alors T'(z) # 0 et

! =zel* ﬁ (14—3)6_
I'(2) P k ’

ou y est la constante d’FEuler.

£

Démonstration. D’apres le lemme 3.4, on a

n!n®

P =t e Grn)
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D’autre part, on peut écrire

2(z+1)---(z+n) z+1 Z+2 ztny 1
= z DR —_—
nln? 1 2 n n?
n
z
_ 1 7) —zlogn
zH( +k X e
k=1
n

= ze%zl—[ (1 + %) ek,

k=1
olt v, = 1 % — logn. Comme 7, tend vers v quand n — 00, on en déduit
k= z
I'(z) x ze7? (14——)6_%:1.
(2) ;:[1 -

3.3. Développement du sinus en produit infini.

THEOREME 3.8. Pour tout z€ C on a

i — | | 1— =
sin(7z) Wznzl ( n2) ,

ot le produit infini converge normalement sur tout compact.

Démonstration. La convergence normale du produit infini est tres facile a vérifier.
Pour établir la formule souhaitée, le point de départ est I'identité

uN k
()
¢ kl—>nc}o +k:

valable pour tout nombre complexe u (voir le chapitre 1, corollaire 4.13). D’apres cette
identité et la définition du sinus complexe, on a pour tout z € C :

1 inz\ 2K inz\ 2K
. — lim - L (T2
sin(rz) = lim o [( * 2K) ( QK) ]
- i, Pt

(On prend des exposants pairs 2K par “commodité technique”).

K-1
FAIT. On a Pg(z) = 7z Hl <1 — 051)’ ol ap K = % tan (27) -
n= n,

Preuve du fait. Le polynome Py semble étre de degré 2K, mais en fait il est de
degré de degré 2K —1 : vérifier que le coefficient de 22X est nul, et celui de 225! ne 'est
pas. De plus, le coefficients de z dans P (z) est égal a Py (0) = 7. Comme le polynéme
apparaissant au second membre de l'identité a établir est également de degré 2K — 1
avec le méme coeflicient devant z, il suffit donc de vérifier que ces deux polynoémes ont
les mémes racines (avec les mémes multiplicités). Autrement dit, il s’agit de voir que
les racines de Pk sont 0 et les o, x pour 1 <n < K —1.
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m)QK: ( iﬂz)2K

2K T 2K

Un nombre complexe z est racine de Pg si et seulement si (1 + e

ce qui signifie qu’on peut écrire

1+i7rz_ 1 T2
ok ¥ 29K )’

ol w est une racine 2K-ieme de 1. Cette équation n’a pas de solution si w = —1; et si
w # —1 on obtient

i

2K w—1
e
Les racines 2K -iemes de 1 différentes de —1 = €™ sont de la forme
Win = ez'mr/K,
oun —(K —1)<n < (K —1). De plus, on a
einm/K _ 1 einm/2K _ o—inm/2K
m - einm/2K | o—inm/2K

. nm
= 1 tan <ﬁ) .
Ainsi, les racines de Pk sont les v, g pour —(K —1) < n < K — 1, autrement dit
ao,x =0 et les ay g pour 1 < |n| < K —1. O

Fixons maintenant z € C. D’apres le fait, on peut écrire

Pi(z) =7z | | flK),

ou f,(K) est donné par

fn(K) =

n,K

1- % si n<K-1
1 St n=K

Comme tanx > x pour tout x € [0, 7/2[, on a pour n < K — 1
2K /)2
= fu(K)| = | 2P GRS
| Jn(K)| | 2] tan? (nm/2K)

K

n2’
et cette inégalité est bien sur aussi valable pour n > K puisque dans ce cas 1 — f,,(K) =
0. Par conséquent, la série >, ~,(1 — fu(K)) converge normalement sur Q = N*.

D’apres la proposition 2.2, on en déduit que le produit infini [[,-, fn(K) converge
uniformément par rapport o K € N*. Autrement dit, si on pose

N
QN K =Tz H fn(K)
n=1

alors on a
]\}im Qn Kk = Pr(z) uniformément/K .
—00
D’autre part, ap x = % tan (%) tend vers n quand K — o0 car tanu ~ u quand
u — 0. Donc

N 2
. z
[}linooQN,K =QnN:=7z H (1— nQ>

n=1
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pour tout N fixé.
Un argument de “double limite” permet alors d’écrire
lim lim = lim lim ;
N—00 K—o0 QN’K K—o0 N—owo QN7K

autrement dit (puisque img_,o0 imy_,00 QN x = limg oo P (2) = sin(nz)) :
(3.1) lim @Qn = sin(nz).
N—0

Comme limy_,o QN = 72 1_[701021 <1 — f%), on obtient donc la formule souhaitée.

Voici les détails pour (3.1). Soit € > 0. Par convergence uniforme (par rapport a
K) de Qn Kk vers Pk(z), on peut trouver Ny tel que |Qn x — Pk (z)| < € pour tout
N = Ny et pour tout K. En fixant N et en faisant tendre K vers I'infini, on en déduit
|QN —sin(7z)| < € pour tout N = Ny, d’ou (3.1). O

COROLLAIRE 3.9. Si z € C vérifie 0 < Re(z) < 1, alors on a lidentité suivante,
qu’on appelle la formule des compléments

T()D(1 - z) =

™

sin(rz)

Démonstration. D’apres le lemme 3.4, on a

1
R [
TOT(1 —2)  nooo '™
ou
21+ 2)2+2)---(nt2) (1-2)2—2)---(n—2)(n+1-—2)
tn = n!n? x n!nl-2 ‘
D’autre part, on peut réorganiser u,, comme suit :
1— 12_2 22_2._' 2 _ 2
W nEloz (P A@ )2
n (n!)?
n+1—z>< " 12 — 22 22 — 22 n? — 22
= —_— Z o oee
n 12 22 n?
n+1l-—z I < 22>
-l (-5
n pallet k
D’apres le théoreme 3.8, on en déduit limy, oty = 2 [[© (1 _ k;) — s oy
la formule des compléments. O

COROLLAIRE 3.10. Pour tout w € C\nZ, on a

1

1 0
cotan(w) = " + 2w Z i R—
n=1

Démonstration. Posons f(z) = sin(mwz). D’apres les théoremes 3.8 et 2.5, on peut
écrire pour tout z € C\Z :

fz)  (m2)  Z (1=2%/n?)’
autrement dit
|
meotan(mz) = — — 2z Z 3
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La formule pour cotan(w) s’en déduit en prenant z = %-
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